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Résumé
Cet article est consacré à la commande par retour d’état
des véhicules non-holonomes ou sous-actionnés, dans le
cadre de la stabilisation de trajectoires. Cette classe de
systèmes, qui inclut les robots mobiles à roues et de nom-
breux engins spatiaux, présente, du point de vue de la com-
mande, des caractéristiques très différentes selon le type
de trajectoire à stabiliser (e.g. configuration fixe, trajec-
toires non-stationnaires, etc). Ceci a conduit au dévelop-
pement de différentes approches de commande, destinées
à résoudre des types d’applications particuliers. Le but de
cet article est de fournir une présentation générale de ces
méthodes, à partir des propriétés génériques des véhicules,
et de proposer une approche unifiée pour le problème de
stabilisation de trajectoires.

Mots Clef
Stabilisation, véhicule non-holonome, véhicule sous-
actionné.

1 Introduction
La diversité des systèmes de locomotion en robotique est
une source de développements importants pour l’automa-
tique, dans la mesure où la commande de ces systèmes
donne souvent lieu à des problèmes qu’on ne peut pas ré-
soudre avec des techniques classiques. En outre, les appli-
cations dédiées aux véhicules et nécessitant un niveau d’au-
tonomie élevé sont de plus en plus nombreuses. En effet,
l’intrusion de ces systèmes en milieu non protégé (trans-
port urbain automatisé, applications domestiques, applica-
tions militaires) nécessite une bonne robustesse et de fortes
capacités de locomotion.
La place importante réservée aux véhicules non-holonomes
et sous-actionnés dans les applications robotiques repose
en partie sur l’existence de stratégies de commande simples
et robustes pour stabiliser des trajectoires de référence. Les
applications de type platooning par exemple, où il s’agit de
contrôler la position d’un véhicule par rapport au véhicule
précédant se déplaçant en marche avant, sont essentielle-
ment basées sur des techniques d’automatique linéaire. Ce-
pendant, d’autres applications nécessitent d’utiliser des ou-

tils plus élaborés, notamment lorsque le contrôle de la si-
tuation complète (i.e. position et orientation) du véhicule
est nécessaire. Les études consacrées à ce type d’applica-
tions sont nombreuses en automatique, ce qui ne facilite
pas toujours leur lisibilité en terme d’intérêt applicatif. Un
permier objectif de cet article est d’exposer les principaux
problèmes étudiés dans la litérature consacrée à la stabili-
sation de trajectoires, et de donner un aperçu des approches
existantes pour la synthèse de retours d’état. Un autre ob-
jectif est de présenter une approche de commande que nous
avons récemment développée, et qui permet de traiter de
façon unifiée des problèmes traditionellement abordés sé-
parément.

La commande des véhicules non-holonomes et des vé-
hicules sous-actionnés fait généralement l’objet d’études
distinctes. Ceci est en partie justifié par la différence de
structure des modèles associés. Pour les systèmes non-
holonomes, la difficulté (du point de vue de l’automaticien)
se situe au niveau du modèle cinématique, alors qu’elle
est liée à la dynamique pour les systèmes sous-actionnés.
Cette distinction implique également une hiérarchie en ce
qui concerne la difficulté à synthétiser des lois de com-
mande : alors que des méthodes assez générales ont été
proposées pour la commande des systèmes non-holonomes
(et plus généralement des systèmes de commande non-
linéaires “sans dérive”), les systèmes sous-actionnés ont
jusqu’à présent été étudiés au cas par cas, en raison de
la difficulté à mettre en évidence des propriétés structu-
relles suffisamment générales et exploitables pour la syn-
thèse. Malgré cela, ces deux classes de systèmes possèdent
de nombreux points communs, rarement explicités, dont la
compréhension peut permettre de progresser vers un trai-
tement unifié des problèmes de commande. La démarche
suivie dans cet article consiste à mettre en évidence ces si-
milarités, et à montrer comment on peut en tirer profit pour
résoudre les problèmes de stabilisation de trajectoires.

Le plan de cet article est le suivant. La Section 2 est prin-
cipalement consacrée aux modèles des véhicules, et à leurs
propriétés les plus significatives du point de vue de la com-
mande. La Section 3 est dédiée aux problèmes de stabi-
lisation de trajectoires impliquant un objectif de stabilité



asymptotique. En particuler, la stabilisation par retour de
sortie, la stabilisation de trajectoires non-stationnaires, et
la stabilisation de points fixes, sont abordés. Enfin, nous
présentons dans la Section 4 l’approche de commande par
fonctions transverses, basée sur un objectif de stabilisation
pratique.

2 Notations et modèles
2.1 Notations
Ck(M ; N) désigne l’ensemble des fonctions de M dans N
k-fois différentiables et de dérivée k-ème continue. La dif-
férentielle d’une application f ∈ C1(M ; N) est notée df .
Etant donné un vecteur v ∈ Rp, le vecteur transposé est
noté v′. Les notations suivantes concernent les groupes de
Lie (voir e.g. [23], ou [28] pour un exposé plus complet).
Soit G un groupe de Lie. L’élément neutre de G est noté
e, i.e. ge = eg = g, et l’inverse de g est noté g−1. La
translation à gauche sur G est notée L, i.e. Lσ(τ) = στ .
Un champ de vecteurs X sur G est invariant à gauche si
dLσ(τ)X(τ) = X(στ) pour tout σ, τ ∈ G, avec dLσ

la différentielle de l’application Lσ. Par définition, l’en-
semble des champs de vecteurs invariants à gauche est l’al-
gèbre de Lie g de G. Si X ∈ g, exp(tX) désigne la solu-
tion au temps t du système ġ = X(g) avec g(0) = e. Etant
donné une base X = {X1, . . . , Xn} de g, et v ∈ Rn, on
notera X(g)v :=

∑n
i=1 Xi(g)vi (en cohérence avec le fait

que, dans un système de coordonnées,
∑n

i=1 Xi(g)vi est
égale au produit de la matrice X(g) = (X1(g) · · ·Xn(g))
par le vecteur v). La représentation adjointe est notée
Ad, i.e. Ad(σ) = dIσ(e) avec Iσ ∈ C1(G; G) défi-
nie par Iσ(g) = σgσ−1. Etant donné une base X =
{X1, . . . , Xn} de g, l’expression de Ad dans la base X sera
notée AdX , i.e. ∀v ∈ Rn, Ad(σ)X(e)v = X(e)AdX(σ)v.
Rappelons enfin deux relations importantes. Soit X une
base de g et (g1, v1), (g1, v2) deux solutions du système
ġ = X(g)v. Alors,

d
dt(g1g

−1
2 ) = X(g1g

−1
2 )AdX(g2)(v1 − v2)

d
dt(g

−1
1 g2) = X(g−1

1 g2)(v2 − AdX(g−1
2 g1)v1)

(1)

2.2 Modèles de véhicules
Un modèle générique des véhicules est donné par les équa-
tions suivantes :

q̇ = X(q)C(s)v (2a)
M(s)v̇ = −N(s, v)v + P (q, v, t) + Bτ (2b)

L’équation (2a) correspondent au modèle cinématique du
système.
– q est un élément de l’espace de configuration Q. Nous

supposerons que Q admet une décomposition du type
Q = G × S, avec G un groupe de Lie associé à la
situation du véhicule (i.e. position et orientation), et S
un groupe de Lie abélien associé à des variables d’état
internes du véhicule. On note g ∈ G et s ∈ S les
composantes de q associées à cette décomposition, i.e.

q = (g, s). La dimension de Q est n = ng + ns avec
ng = dim(G) et ns = dim(S). Puisque G et S sont des
groupes de Lie, il en est de même pour Q, avec le produit
de deux éléments q1 = (g1, s1) et q2 = (g2, s2) défini
par q1q2 = (g1g2, s1 + s2).

– X = {X1, . . . , Xn} est une base de l’algèbre de Lie q de
Q. Cette algèbre est égale au produit g × s des algèbres
de Lie de G et de S, et l’on peut montrer que chaque
champ Xi se décompose sur g× s de la façon suivante :

Xi(q) =
(

Xg
i (g)

Xs
i (s)

)
(3)

avec Xg
i ∈ g et Xs

i ∈ s.
– C(s) est une matrice de transformation qui traduit l’in-

fluence des variables internes sur la vitesse du véhicule.
– v ∈ R

m est une variable de vitesse. Sa dimension, m,
correspond au nombre de degrés de liberté (d.d.l.) du
système.

L’équation (2b) décrit la dynamique du système, avec τ ∈
Rp associé aux couples/forces délivrés par les actionneurs,
et assimilable à un vecteur de commande. M(s) est la ma-
trice d’inertie, N(s, v) est la matrice associée aux forces
de Coriolis et centrifuges, P (q, v, t) correspond à d’éven-
tuelles forces extérieures et/ou frottements internes, et la
matrice B relie les intensités des couples/forces produits
par les actionneurs aux forces généralisées.
Sans grande perte de généralité, nous ferons les hypothèses
suivantes (voir e.g. [5] ou [17, Chap.I] pour plus de détails).
Hypothèses :

1. Les matrices B et C(s) sont de rang plein,

2. Le modèle cinématique, avec v assimilé à une variable
de commande, satisfait la condition de rang de l’al-
gèbre de Lie1 en tout point, et donc est commandable.

A partir de la décomposition (3), et du fait que les matrices
C, M, N , et B ne dépendent pas de g, on vérifie facilement
la propriété suivante qui caractérise les véhicules :

Lorsque P ne dépend pas de g, si (g(t), s(t), v(t)) est
une solution de (2) associée à l’entrée τ(t) alors, pour tout
élément g0 ∈ G (g0g(t), s(t), v(t)), est aussi solution de
ce système pour la même entrée de commande.

L’invariance des champs Xi conduit à définir des variables
d’erreur entre la configuration q du véhicule et une confi-
guration de référence qr à partir de la loi de groupe sur Q.
Par exemple, en définissant q̃ := q−1

r q avec qr une courbe
régulière sur Q, on déduit de (1) le modèle cinématique
d’erreur

˙̃q = X(q̃)
(
C(s)v − AdX(q̃−1)wr

)
(4)

avec wr définie par q̇r = X(qr)wr .

1Rappelons qu’un système sans dérive ẋ =
∑m

i=1 viXi(x) satisfait
la condition de rang de l’algèbre de Lie en x0 si l’espace vectoriel engen-
dré par les champs Xi et les crochets de Lie itérés de ces champs entre
eux évalués en x0 est de dimension dim(x).



Finalement, notons que lorsque S = ∅, les équations (2) et
(4) se réduisent à

ġ = X(g)Cv (5a)
Mv̇ = −N(v)v − P (g, v, t) + Bτ (5b)

et
˙̃g = X(g̃)

(
Cv − AdX(g̃−1)wr

)
(6)

respectivement, avec X une base de g. Dans ce cas,
le système (5a) est un “système sur un groupe” au
sens où chaqu’un des champs de commande associé
X(g)Ce1, . . . , X(g)Cem, avec {e1, . . . , em} la base ca-
nonique de Rm, est invariant à gauche sur G.

2.3 Classification simplifiée
On peut essentiellement distinguer trois classes de véhi-
cules.

Les véhicules non-holonomes (p = m < n). Ces sys-
tèmes sont caractérisés par l’existence de contraintes ciné-
matiques non-intégrables, qui se traduisent par le fait que
m, la dimension de v, est plus petit que n = ng + ns

(et même, dans la grande majorité des cas, plus petit que
ng). Les robots mobiles à roues constituent les principaux
exemples de tels systèmes (voir [5] pour plus de détails
sur les mécanismes existants et l’obtention des modèles).
Puisque p = m et B est de rang plein, B est carrée inver-
sible et l’équation (2b) peut être linéarisée (par un change-
ment de variable de commande statique) en v̇ = ū, avec
ū une nouvelle variable de commande reliée à τ de fa-
çon bijective (à q, v, t fixé). Pour cette raison notamment,
il est usuel de se concentrer sur le modèle cinématique (qui
contient les non-linéarités “dures”), sachant que si v∗ est
une commande différentiable pour ce modèle, il n’est pas
difficile de calculer une commande ū assurant la conver-
gence de v vers v∗ (et donc, conduisant asymptotiquement
aux mêmes trajectoires). Nous suivrons ce parti pris dans
la suite de cet article. Les systèmes de type unicycle (Fig
1) et voiture (Fig 2) constituent les exemples les plus ré-
pandus. Avec les notations de ces figures, des modèles ci-
nématiques possibles (“posture kinematic models” au sens
de [5]) sont donnés par

⎧⎨
⎩

ẋ = v1 cos θ
ẏ = v1 sin θ

θ̇ = v2

et

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋ = v1 cos θ
ẏ = v1 sin θ

θ̇ = v1ζ

ζ̇ = v2

(7)

respectivement, avec ζ := tan ϕ
� , ϕ l’angle associée à la

direction de la voiture, et � la distance entre les points P0

et P1. Illustrons la modélisation de la Section 2.2 à partir
de ces deux systèmes. Dans les deux cas, G = SE(2) que
l’on peut identifier à R

2 × S avec la loi de groupe définie
par

g1g2 =
(

p1

θ1

)(
p2

θ2

)
=
(

p1 + R(θ1)p2

θ1 + θ2

)
(8)

avec pi = (xi, yi)′ ∈ R2, θi ∈ S, et R(θ) ∈ R2×2 la
matrice de rotation d’angle θ. Le modèle cinématique de
l’unicycle est donc de la forme (5a) avec

X(g) = R̄(θ) :=

⎛
⎝cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞
⎠ , C =

⎛
⎝1 0

0 0
0 1

⎞
⎠
(9)

et v = (v1, v2)′. On peut assimiler les trois vecteurs co-
lonnes de X(g) à la valeur en g de trois champs de vecteurs
X1, X2, X3. On vérifie facilement que ces champs sont in-
variants à gauche par rapport à la loi de groupe définie par
(8), et donc (puisque ces champs sont linéairement indé-
pendants) qu’ils forment une base de g.
Pour la voiture, s = ζ ∈ R = S est la variable interne, et
l’on déduit de (7) que l’équation (2a) est vérifiée avec

X(q) =
(

R̄(θ) 0
0 1

)
, C(s) =

⎛
⎜⎜⎝

1 0
0 0
ζ 0
0 1

⎞
⎟⎟⎠ (10)

et v = (v1, v2)′.

0

P0

i0

j0

x

y
θ

P

FIG. 1 – Véhicule de type unicycle

ϕ

0

P0

i0

j0
P1

x

y
θ

P

FIG. 2 – Véhicule de type voiture

Les véhicules sous-actionnés (p < m = n). A l’opposé
des systèmes non-holonomes, les principales non-linéarités
de modèle des véhicules sous-actionnés se situent non pas



au niveau de la cinématique, mais au niveau de la dyna-
mique, du fait que le nombre d’actionneurs indépendants
est inférieur au nombre de d.d.l. du système. Pour cette rai-
son, il est nécessaire dès le départ de considérer le modèle
complet. Un exemple simple de système sous-actionné est
le véhicule de type glisseur représenté sur la Figure 3. Il
s’agit d’un corps rigide se déplaçant dans le plan, et ac-
tionné par le biais de deux propulseurs à l’arrière délivrant
des forces f1 et f2. Le point P0 correspond au centre de
masse. Avec les notations de la figure, et en l’absence de
forces extérieures, le modèle dynamique est donné par⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ġ = X(g)v
mv̇1 = mv2v3 + τ1

mv̇2 = −mv1v3

Jv̇3 = τ2

(11)

avec X(g) donnée par (9), m la masse du corps, J son iner-
tie, et τ1, τ2 l’intensité de la force et du couple résultant des
propulseurs. Le groupe G associé à ce système est encore

0
i0

θ

j0

y

x

f 1

f 2

P0

P

FIG. 3 – Véhicule de type glisseur

SE(2), et la relation (5a) est satisfaite avec X(g) donné
par (9) et C = I3 la matrice identité de R3. Enfin, la rela-
tion (5b) est satisfaite avec M = Diag(m, m, J), N(v)v =
(−mv2v3, mv1v3, 0)′, P = 0, et Bτ = (τ1, 0, τ2)′.

Les véhicules non-holonomes sous-actionnés (p < m <
n). Cette famille de système cumule les non-linéarités
des deux classes précédentes. Les exemples physiques
(commandables) de tels systèmes étant peu nombreux, et
encore assez marginaux, nous ne traiterons pas ces sys-
tèmes dans cet article (voir e.g. [15] pour un exemple).

2.4 Propriétés de commandabilité
Commandabilité en un point. Pour les systèmes non-
holonomes, le linéarisé en un point d’équilibre n’est jamais
commandable, mais la condition de rang de l’algèbre de
Lie en un point (cf. Hypothèse 2) est une condition suf-
fisante de commandabilité locale du modèle cinématique
(et aussi une condition nécessaire lorsque les champs asso-
ciés sont analytiques). Dès que cette propriété est vérifiée,
la commandabilité du modèle dynamique (au sens STLC
[26]) est également garantie (voir e.g. [6]).
Le cas des systèmes sous-actionnés est plus délicat. Sup-
posons d’abord que P = 0. Dans ce cas, comme pour

les systèmes non-holonomes, le linéarisé autour d’un point
d’équilibre ne peut être commandable (car p < m), mais
contrairement au cas précédent, la condition de rang de
l’algèbre de Lie n’est plus une condition suffisante de com-
mandabilité. Toutefois, le théorème de Sussmann [26, Th.
7.2], qui fournit une condition suffisante de commandabi-
lité (au sens STLC) pour des systèmes de commande gé-
néraux, permet très souvent de vérifier cette propriété de
commandabilité. Par exemple, on montre facilement à par-
tir de ce résultat que le système (11) est commandable au
sens STLC en tout point fixe (i.e. en tout (g, v) = (g0, 0)
avec g0 arbitraire. Précisons que la commandabilité d’un
système du type (2) pour une situation g0 implique la com-
mandabilité pour toute autre situation. Notons par ailleurs
que dans [14] (voir également [4]), des critères sont propo-
sés pour tester d’autres types de commandabilité. Avant de
terminer cette section il est important de noter que, contrai-
rement au cas des systèmes non-holonomes, le terme de
perturbation P peut influencer les propriétés de comman-
dabilité du système. Considérons l’exemple du glisseur, et
supposons qu’une force constante c�ı0 est appliquée au sys-
tème. Dans ce cas, on peut vérifier que le linéarisé au-
tour de toute configuration g0 = (x0, y0, 0) est comman-
dable (alors qu’il ne l’est jamais lorsque P = 0). Notons
que pour une telle perturbation, ces configurations corres-
pondent à l’ensemble des points d’équilibre du système.
De nombreux systèmes volants [13, 27] satisfont des pro-
priétés analogues, avec le terme de perturbation induit par
la gravité.

Commandabilité le long de trajectoires. Bien que le li-
néarisé en un point fixe des systèmes non-holonomes ou
sous-actionnés (avec P = 0) ne soit pas commandable,
le linéarisé le long de trajectoires non-stationnaires peut
être commandable. En fait, il est montré dans [25] que
pour tout système de commande analytique ẋ = X0(x) +∑m

i=1 uiXi(x), commandable au sens STLC, le linéarisé le
long de trajectoires est génériquement commandable. Ceci
signifie essentiellement2 que la commandabilité du linéa-
risé est garantie pour “presque toutes” les trajectoires de
référence. Illustrons cette propriété sur les exemples de la
voiture et du glisseur.
Considérons une trajectoire de référence admissible (i.e.
réalisable) (qr, vr) pour le système (2). On considère
comme variable d’erreur associée (q̃ = q−1

r q, ṽ = v − vr).
Sur SE(2), AdX(g) est donné par

AdX(g) =

⎛
⎝R(θ)

(
y
−x

)
0 1

⎞
⎠

lorsque X est définie par (9), et sur tout groupe abélien
S, Ad(s) est l’application identité. On en déduit que le li-
néarisé du modèle cinématique d’erreur (4) (en q̃ = e) est

2Plus précisément, l’ensemble des entrées de référence ur(t) t ∈
[0, T ] pour lesquelles le linéarisé est commandable sur un sous intervalle
[0, T0] de [0, T ] le long de la trajectoire xr associée est générique dans
C∞([0, T ]; R

m) pour tout T > 0.



donné, lorsque G = SE(2), par

˙̃q = A(sr, vr)g̃ +
m∑

i=1

vr,i
∂Ci

∂s
(sr)s̃ + C(sr)ṽ (12)

avec

A(sr, vr) =

⎛
⎜⎜⎝

0 C3(sr)vr −C2(sr)vr

−C3(sr)vr 0 C1(sr)vr

0 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

et Ci (resp. Ci) le i-ème vecteur ligne (resp. colonne) de C.
Dans le cas de la voiture, C est définie par (10), et l’équa-
tion (12) devient

˙̃q = vr,1

⎛
⎜⎜⎝

0 ζr 0 0
−ζr 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ q̃ +

⎛
⎜⎜⎝

1 0
0 0
ζr 0
0 1

⎞
⎟⎟⎠ ṽ (13)

Par application du critère de commandabilité pour les sys-
tèmes linéaires non-stationnaires (voir e.g. [8, Sec. 5.3]),
on montre que ce système est commandable sur [0, T ] dès
que vr,1 est une fonction régulière sur cet intervalle et non-
identiquement nulle.
Dans le cas du glisseur, S = ∅ et C est la matrice identité,
de sorte que l’équation (12) est donnée par

˙̃g =

⎛
⎝ 0 vr,3 −vr,2

−vr,3 0 vr,1

0 0 0

⎞
⎠ g̃ + ṽ (14)

Concernant la dynamique, on déduit de (11) l’équation li-
néarisée suivante :

˙̃v =

⎛
⎝ 0 vr,3 vr,2

−vr,3 0 −vr,1

0 0 0

⎞
⎠ ṽ +

⎛
⎝ 1

m 0
0 0
0 1

J

⎞
⎠ τ̃ (15)

avec τ̃ = τ − τr et τr l’entrée associée à la trajectoire de
référence. En utilisant à nouveau le critère de commandabi-
lité des systèmes linéaires non-stationnaires, on peut mon-
trer que le système (14)–(15) est commandable sur [0, T ]
dès que l’entrée τr est une fonction régulière sur cet in-
tervalle et non-identiquement nulle. Lorsque τr est inden-
tiquement nulle sur [0, T ], la commandabilité sur cet in-
tervalle est encore vérifiée si vr,3 n’est pas identiquement
nulle. Dans le cas contraire, (i.e. si le mouvement du glis-
seur consiste en une translation pure à vitesse constante) le
linéarisé n’est plus commandable.

3 Méthodes de synthèse pour la sta-
bilisation asymptotique

De nombreux objectifs de commande peuvent être formu-
lés comme la stabilisation asymptotique à zéro d’un vec-
teur de sortie η ∈ Rk, avec k ≤ n. Pour les véhicules, η est
typiquement une composante d’un vecteur(

η
ν

)
= h(q̃, qr) =

(
hη(q̃, qr)
hν(q̃, qr)

)
(16)

avec h(., qr) un difféomorphisme pour tout qr. Afin de réa-
liser cette stabilisation, une première étape consiste à éta-
blir la relation dynamique qui relie η à l’entrée de com-
mande u (i.e. u = v ou u = τ suivant le modèle uti-
lisé). Considérons par exemple le cas des véhicules non-
holonomes. Dans ce cas, on obtient une equation différen-
tielle du premier ordre du type

η̇ = f(η, ν, qr, vr, v) (17)

On peut alors distinguer deux cas :

1. le linéarisé du système (17) en η = 0 est comman-
dable (uniformément par rapport à (ν, qr, vr)). Dans
ce cas, il est possible, localement, de stabiliser η = 0
par des retours d’état linéaires du type v = K(t)η.
Dans le but d’augmenter la taille du domaine de sta-
bilité (et aussi éventuellement de relâcher les hypo-
thèses de commandabilité uniforme du système), des
retours d’état non-linéaires peuvent être utilisés.

2. le linéarisé du système (17) en η = 0 n’est pas com-
mandable. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser des
retours d’état non-linéaires même localement. La syn-
thèse de telles commandes et l’analyse du système
contrôlé (en termes de robustesse notamment) peut
s’avérer très délicate.

Le cas des systèmes sous-actionnés est similaire, avec (17)
remplacée par une équation du deuxième ordre reliant η̈ à
τ .

3.1 Stabilisation partielle par retour de sor-
tie

Pour les véhicules, la stabilisation par retour de sortie est
le plus souvent utilisée pour un contrôle en position seule-
ment. Plus généralement, il s’agit de stabiliser à zéro un
vecteur η ∈ Rk défini par (16), avec hη une fonction choi-
sie de sorte que le système dynamique (17) soit linéarisable
par un changement de variable de commande.
Considérons d’abord le cas des systèmes non-holonomes.
Dans ce cas, le long des solutions du système (2),

η̇ =
∂hη

∂q̃
X(q̃)C(s)v− ∂hη

∂q̃
AdX(q̃−1)wr +

∂hη

∂qr
q̇r (18)

Si la matrice k×m
∂hη

∂q̃ X(q̃)C(s) est de rang k, ce qui est
possible lorsque k ≤ m, alors l’application

v �−→ η̇ (19)

est surjective et l’équation (18) peut être linéarisée par un
changement de variable de commande. Une fois cette li-
néarisation effectuée, un simple retour d’état linéaire per-
met d’obtenir la stabilité exponentielle de η = 0. Ce type
d’approche est très utilisé dans les problèmes de platoo-
ning consistant à suivre un véhicule se déplaçant en marche
avant. Dans ce cas, on cherche à contrôler la position du
véhicule par rapport au véhicule précédent (l’orientation



n’ayant pas besoin d’être contrôlée activement), et on défi-
nit par exemple hη(q̃, qr) = h1

η(q̃, qr) = (xP − xr, yP −
yr)′ avec (xP , yP ) (resp. (xr , yr)) les coordonnées d’un
point P lié au véhicule commandé (resp. d’un point Pr

lié au véhicule de référence). Lorsqu’on ne dispose que de
mesures de positionnement relatives, on pourra utiliser la
fonction hη(q̃, qr) = h2

η(q̃, qr) = R(−θr)h1
η(q̃, qr). Pour

garantir que l’application (19) est surjective, il convient de
choisir le point P convenablement. Pour un véhicule de
type unicycle, il suffit que P ne soit pas situé sur l’axe des
roues arrières (cf. Fig. 1). Pour un véhicule de type voiture,
on choisira un point lié à la roue virtuelle de direction et
déporté par rapport au centre de cette roue (cf. Fig. 2).
Le cas des systèmes sous-actionnés peut être traité de façon
similaire, à partir du modèle dynamique. Dans ce cas, on
cherche à choisir hη de sorte que l’application

τ �−→ η̈ (20)

soit surjective (ce qui est possible lorsque k ≤ p). Dès lors,
on peut linéariser l’équation de η̈ et un retour d’état linéaire
K1η +K2η̇ convenablement choisi garantit la stabilisation
exponentielle de (η, η̇) = 0. Par exemple, pour le contrôle
en position du glisseur, on pourra utiliser les fonctions h1

ou h2 spécifiées ci-dessus. Dans ce cas, comme pour l’uni-
cycle, on peut montrer que l’application (20) est surjec-
tive lorsque le point P est déporté par rapport au centre de
masse P0 (cf. Fig 3).
La limitation des approches par retour de sortie provient du
fait que la “variable complémentaire” ν dans (16) n’est pas
activement contrôlée. Pour certaines applications (comme
le platooning) ceci ne met pas en danger le comportement
global du système. Cependant, l’effet de “cisaillement”
(“jack-knife effect” en anglais), pouvant par exemple sur-
venir lors de l’exécution de manœuvres par un véhicule
de type voiture, montre bien comment ce type d’approche
peut être mis en défaut. Il peut alors s’avérer nécessaire de
contrôler l’état complet du véhicule.

3.2 Stabilisation de trajectoires non-
stationnaires

Lorsqu’il est nécessaire de stabiliser la position et l’orien-
tation (i.e. la situation complète g) d’un véhicule non-
holonôme ou sous-actionné par rapport à une trajectoire de
référence, il n’est en général plus possible de linéariser le
système dynamique (17) par un changement de variable de
commande statique car k,la dimension de η, est supérieur à
p. L’utilisation d’extensions dynamiques permet dans cer-
tains cas de ce ramener à un système (de dimension plus
grande) linéarisable. L’approche de commande par plati-
tude [12], qui repose sur cette propriété, est applicable à
de nombreux véhicules. Une difficulté de mise en œuvre
réside dans l’existence de singularités de ces retours d’état
lorsque la trajectoire de référence possède des points d’ar-
rêts. Une solution partielle à ce problème est proposée dans
[11].
Une autre approche, basée sur les propriétés génériques de

commandabilité le long de trajectoires (cf. Section 2.4),
consiste à utiliser des retours d’état statiques linéaires.
Dans le cas d’un véhicule de type unicycle, cette méthode
a été utilisée dans [24, 7]. A titre d’exemple, pour les vé-
hicules de type voiture, on peut montrer le résultat suivant
(voir [17, Sec. 2.3.2]) :

Proposition 1 Soit une trajectoire de référence qr pour la
voiture, avec sr(= ζr) supposée bornée. Soit K(t) la ma-
trice(−k1|vr,1| 0 − k1

2k2
ζr|vr,1 0

2k2vr,1ζr −2k2k4|vr,1| −vr,1(2k2 + k3
2 ) −k4|vr,1

)

avec k1, . . . , k4 > 0. Alors,
– Si vr et v̇r sont bornées, le retour d’état linéaire

ṽ = K(t)q̃ rend l’origine du système d’erreur linéarisé
(13) stable, et globalement asymptotiquement stable si
vr,1(t) ne tend pas vers zéro lorsque t tend vers l’infini.

– Si vr(t) est de signe constant et
∫ t

0
|vr,1|(s) ds → ∞

lorsque t → ∞, ṽ = K(t)q̃ rend l’origine du système
d’erreur non-linéaire (4) localement asymptotiquement
stable.

Notons que la convergence vers zéro de la variable d’erreur
n’est généralement pas garantie si vr,1(t) tend vers zéro
lorsque t tend vers l’infini, et en particulier qu’elle n’est pas
obtenue lorsque l’état de référence qr(t) converge vers une
valeur fixe. Ceci est dû au fait que le linéarisé du système
d’erreur, en une configuration fixe, n’est pas commandable.
Un inconvénient des lois de commande linéaires comme
celles de la Proposition 1 réside dans le fait que le bas-
sin d’attraction de l’origine pour le système contrôlé est
généralement local, et difficile à spécifier. La synthèse
de retours d’état non-linéaires, typiquement par des tech-
niques de type Lyapunov, peut permettre d’obtenir des sta-
bilisateurs plus globaux. Par exemple, une “version non-
linéaire” du retour d’état de la Proposition 1 est donné dans
[19]. Concernant les véhicules non-holonomes, de nom-
breux résultats sur ce problème (qu’il n’est pas possible
ici de détailler) existent dans la littérature. Nous renvoyons
notamment le lecteur à [7] pour plus de références. Le cas
des systèmes sous-actionnés, plus difficile, a été moins étu-
dié (voir néanmoins [10, 13]).

3.3 Stabilisation de points fixes
Contrairement aux deux problèmes précédents, les tech-
niques issues de l’automatique linéaire ne peuvent généra-
lement pas être utilisées pour la stabilisation de points fixes
car le système linéarisé associé n’est pas commandable. Il
faut cependant rappeler (voir Section 2.4) que certains vé-
hicules sous-actionnés échappent à cette règle en raison du
terme de perturbation P dans (2) qui rend le système li-
néarisé en une configuration fixe commandable. Dans ce
cas, les techniques linéaires classiques restent utilisables.
Lorsque P = 0, ce que nous supposerons dans la suite
de cette section, des techniques nonlinéaires doivent être



utilisées. Une difficulté supplémentaire réside dans le fait
que la stabilisation asymptotique de points fixes ne peut
être réalisée par des retours d’état autonomes réguliers (i.e.
du type u(x)). Ceci découle du théorème de Brockett [3].
De nombreux travaux ont été menés dans les années 90
afin de contourner cette difficulté via la synthèse d’autres
types de commandes (e.g. instationnaires, hybrides conti-
nue/discret, etc). Sous des hypothèses de commandabilité
relativement faibles, on peut garantir l’existence de retours
d’état asymptotiquement stabilisants, pour les systèmes
non-holonomes comme pour les systèmes sous-actionnés
[9], et de nombreuses méthodes de synthèse ont aussi été
développées. Toutefois, aucune solution de commande ne
semble échapper au dilemme suivant :
– Les retours d’état réguliers (différentiables par exemple)

permettent éventuellement d’obtenir des propriétés de
robustesse et de sensibilité aux bruits de mesure satis-
faisantes, mais ne permettent pas d’obtenir une conver-
gence exponentielle vers l’équilibre.

– Stabilité et convergence exponentielle peuvent être obte-
nus avec des retours d’état seulement continus, mais au
prix d’une perte de robustesse vis-à-vis de certaines er-
reurs de modèles, et d’une très forte sensibilité aux bruits
de mesure.

Il n’est pas possible ici de détailler tous ces aspects et nous
renvoyons le lecteur à [17, 21] pour plus de détails sur les
méthodes de synthèse existantes et leurs limitations.

4 Stabilisation pratique et fonctions
transverses

L’objectif de cette section est de présenter une nouvelle ap-
proche de commande que nous avons commencé à déve-
lopper depuis quelques années. Cette approche, basée sur
un objectif de stabilisation pratique (i.e. stabilisation d’un
petit voisinage d’un point plutôt que du point lui-même),
permet d’apporter une solution unifiée à de nombreux pro-
blèmes de stabilisation de trajectoires.

4.1 Motivations pour la stabilisation pra-
tique

Pour les véhicules non-holonomes ou sous-actionnés, plu-
sieurs difficultés suggèrent que l’objectif de stabilisation
asymptotique n’est pas toujours bien posé, et ne correspond
pas nécessairement aux possibilités du système.

1. Pour la stabilisation asymptotique de point fixe, nous
avons brièvement rappelé en Section 3.3 le dilemme
performance/robustesse qui empêche d’obtenir une
convergence rapide de façon robuste. Ceci se traduit
en pratique par la difficulté à obtenir un positionne-
ment très précis par rapport à une situation fixe.

2. Les résultats de stabilisation asymptotique de trajec-
toires reposent sur une connaissance a priori de la
trajectoire à stabiliser, et ne garantissent une conver-
gence de l’erreur que pour certaines trajectoires de
référence (cf e.g. Prop 1). Si celles-ci ne sont pas

connues à l’avance (e.g. si elle sont issues d’une me-
sure en temps réel), la question du choix de com-
mande à utiliser reste posée. On peut alors se de-
mander s’il existe des lois de commande (éventuelle-
ment instationnaires) paramétrisées par la trajectoire
de réference, i.e. u(q, v, qr, vr, τr, t) qui permettent
de stabiliser asymptotiquement toute trajectoire de ré-
férence. Il a récemment été montré dans [16] que
pour de nombreux véhicules (unicycle, voiture, etc),
de telles commandes n’existent pas.

3. Pour certains problèmes de commande, il peut être
utile de pouvoir “suivre”, avec une précision donnée,
des trajectoires non-réalisables. Un premier exemple
concerne des applications de “platooning” avec un
véhicule de tête susceptible de faire des manœuvres
(voir [1]). Un autre exemple concerne le cas ou des
perturbations agissant sur le système ne permettent
pas de calculer à l’avance des trajectoires réalisables
(ce qui est courant pour les systèmes sous-actionnés).
Enfin, lorsque la trajectoire de référence doit faire
l’objet d’une planification, celle-ci peut être drasti-
quement simplifiée lorsque l’on dispose de lois de
commande permettant de suivre, avec une précision
donnée, des trajectoires non-réalisables. La stabilisa-
tion asymptotique de trajectoires non-réalisables étant
impossible, il est nécessaire de considérer un objectif
de commande moins contraignant.

L’approche de commande par fonctions transverses [18,
20], basée sur un objectif de stabilisation pratique, permet
d’apporter des solutions à ces problèmes.

4.2 Fonctions transverses : définition et exis-
tence

Définition 1 Soient X1, . . . , Xm des champs de vecteurs
sur une variété différentielle M . Une fonction f ∈
C1(Tp; M), avec p ∈ N et T := R/2πZ, est une fonction
transverse aux champs X1, . . . , Xm si

∀α ∈ T
p , rang H(α) = dim(M) (21)

avec

H(α) =
(

X1(f(α)) · · ·Xm(f(α))
∂f

∂α1
(α) · · · ∂f

∂αp
(α)
)

Dans [18], nous avons montré que si les champs
X1, . . . , Xm satisfont la condition de rang de l’algèbre
de Lie en un point x0 alors, pour tout voisinage U de
x0 il existe une fonction transverse à ces champs, à va-
leur dans U . Le principe de l’approche de commande par
fonctions transverses consiste à utiliser α̇1, . . . , α̇p comme
des variables de commande (virtuelles) supplémentaires,
pour contrôler des déplacements sur M dans des directions
complémentaires à celles données par les Xi. Lorsque les
champs Xi sont invariants à gauche sur un groupe de Lie
G, cette approche est systématique comme nous allons le
montrer maintenant.



4.3 Application à la stabilisation des véhi-
cules non-holonomes

Le résultat suivant a été donné dans [20, Prop. 1] (avec des
notations légèrement différentes).

Proposition 2 Soit G un groupe de Lie de dimension n et
X = {X1, . . . , Xn} une base de g. Considérons le système

ġ = X(g) (Cv + P (g, t)) (22)

avec v ∈ Rm, C une matrice n × m de rang plein, et P
une application continue. Alors,
i) si f ∈ C1(Tp; G), la dérivée de z := gf−1(α) avec g
solution de (22) et α ∈ C1(R; Tp) est donnée par

ż = X(z)AdX(f(α))
(
C̄(α)v̄ + P (g, t)

)
(23)

avec v̄ = (v1, . . . , vm, α̇1, . . . , α̇p)′, C̄(α) = (C| − A(α))
et A(α) la matrice n×p définie par ḟ = X(f(α))A(α)α̇ ;
ii) si f est une fonction transverse aux champs
X(g)Ce1, . . . , X(g)Ce1 (avec {e1, . . . , em} la base ca-
nonique de Rm), la matrice C̄(α) est de rang n pour tout
α, et par conséquent le retour d’état dynamique

v̄ = C̄(α)†
(
AdX(f(α)−1)vz − P (g, t)

)
avec C̄(α)† une inverse à droite de C̄(α) transforme le
système (23) en ż = X(z)vz .

Indiquons comment se résultat fournit une solution au pro-
blème de stabilisation pratique d’une trajectoire de réfé-
rence quelconque (i.e. réalisable ou non) pour de nom-
breux véhicules non-holonomes. Considérons tout d’abord
le cas où le modèle cinématique ne contient pas de va-
riable interne (ce qui correspond par exemple au modèle
de l’unicycle donné par (7)). Si gr est une trajectoire de ré-
férence sur G, le modèle d’erreur (6) est de la forme (22)
avec P (g, t) = −AdX(g̃−1)wr. Puisque le modèle ciné-
matique satisfait la condition de rang de l’algèbre de Lie
(par hypothèse) en tout point, il existe (voir Section 4.2),
pour tout voisinage U de e, une fonction transverse aux
champs X(g)Ce1, . . . , X(g)Cem, à valeur dans U . A par-
tir d’une telle fonction, la Proposition 2 permet de calcu-
ler des commandes dynamiques v̄ qui assurent la conver-
gence exponentielle de z = g̃f(α)−1 vers e, et donc la
convergence de l’erreur de suivi g̃ vers f(α) ∈ U . Il suf-
fit pour cela, dans un système de coordonnées, de choisir
vz = (X(z))−1Kz avec K une matrice Hurwitz-stable.
Ainsi, indépendamment de la trajectoire de référence, on
obtient la convergence de l’erreur de suivi vers un voisi-
nage de l’origine qui peut être rendu arbitrairement petit
via le choix de la fonction transverse. A ce stade, il reste
à spécifier de telles fonctions. Dans [20], une expression
générale est proposée. Pour des systèmes sur des groupes
de Lie, ces fonctions sont définies sur Tn−m (ce qui cor-
respond à la plus petite valeur possible), et la matrice C̄(α)

est alors carrée et inversible. Par exemple, pour l’unicycle,
une famille de fonctions transverses est donnée par

fε(α) =

⎛
⎝ ε1 sinα

ε1ε2
4 sin 2α
ε2 cosα

⎞
⎠ ε1 �= 0, ε2 ∈ (0, π/2) (24)

Les deux paramètres ε1, ε2 permettent de modifier la
“taille” de la fonction transverse, et donc la précision du
suivi. Il faut noter que de petites valeurs de ces paramètres
peuvent conduire, en particulier lorsque la trajectoire gr

n’est pas réalisable, à un nombre important de manœuvres.
Ceci est rarement souhaitable en pratique. Des fonctions
transverses un peu plus complexes, permettant de mieux
gérer ce compromis précision/manœuvres, sont proposées
dans [2] (voir aussi [1] pour des détails complémentaires,
et une validation expérimentale de ces lois de commande).
Indiquons maintenant comment cette approche peut s’ap-
pliquer à d’autres modèles de véhicules contenant des va-
riables internes. Considérons par exemple le cas de la voi-
ture (notons que tous les systèmes de type unicycle ou voi-
ture avec remorques à attaches centrées peuvent être traités
de façon analogue). Deux méthodes sont possibles.
Premièrement, il est bien connu que le modèle cinématique
(7) de la voiture peut être transformé, par un changement de
variables d’état et de commande, en un système chaîné de
dimension quatre. Une telle transformation est également
possible, lorsque sr = ζr = 0, pour le modèle d’erreur de
suivi (4), modulo un terme de perturbation P0, i.e.

ẏ = Y1(y)v1 + Y2(y)v2 + P0(y, t) (25)

avec Y1(y) = (1, 0, y2, y3)′ et Y2(y) = (0, 1, 0, 0)′. Dès
lors, il suffit de remarquer que les champs Y1 et Y2 sont
invariants à gauche sur R4 par rapport à une loi de groupe
(voir [20] pour plus de détails). On est donc dans le cadre
d’application de la Proposition 2, avec (25) correspondant
au système (22).
Une deuxième méthode consiste à travailler directement
avec le modèle d’erreur (4). Il n’est en effet pas très diffi-
cile d’étendre la Proposition 2 à certains systèmes du type
(2a) (voir [21] pour plus de détails).

4.4 Application à la stabilisation des véhi-
cules sous-actionnés

L’approche de commande par fonctions transverses a ini-
tialement été développée pour la commande des systèmes
non-linéaires sans dérive, et donc en particulier pour les
modèles cinématiques des véhicules non-holonomes. Ré-
cemment, dans [22], nous avons montré qu’il est aussi pos-
sible d’utiliser cette approche pour la commande des sys-
tèmes sous-actionnés. Nous présentons ici le principe de
cette extension. Précisons toutefois que ce travail est en-
core préliminaire, et en cours de développement. Considé-



rons la classe de systèmes⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ġ = X(g)v
v̇1 = u1

v̇2 = u2

v̇3 = av1v2

(26)

avec u1, u2 des variables de commande, et a une constante
qui doit être non nulle pour garantir la commandabilité au
sens STLC du système. Ce système est évidemment un cas
particulier du système (5). De nombreux modèles de sys-
tèmes sous-actionnés peuvent se mettre sous cette forme.
C’est clairement le cas du modèle (11) du glisseur (par per-
mutation des vitesses v2 et v3 et changement de variable
de commande). C’est aussi le cas de nombreux autres sys-
tèmes (manipulateurs plans sous-actionnés, satellites sous-
actionnés, etc). Le principe des fonctions transverses est
de générer des variables de commandes supplémentaires
agissant dans des directions non-directement commandées.
Pour les véhicules non-holonomes, ces directions se si-
tuent au niveau de la cinématique. Pour les véhicules sous-
actionnés, elles se situent au niveau de la dynamique. En
particulier, pour le système (26), il s’agit essentiellement
de générer une variable de commande supplémentaire pour
contrôler v3, afin de pouvoir suivre, dans un sens de stabi-
lisation pratique, une trajectoire de référence gr arbitraire.
D’après (6), le modèle d’erreur cinématique associé à gr

est donné par

˙̃g = X(g̃)(v − AdX(g̃−1)vr) (27)

avec vr définie par ġr = X(gr)vr. Introduisons les équa-
tions suivantes :{

p1(t) = p1(0) +
∫ t

0 ϑ1(s) ds
h1(t) = h1(0) exp ((p1(t) − p1(0))X1)

(28)

Ces relations impliquent que si h1(0) est proche de e et
| ∫ t

0
ϑ1(s)ds| reste petit pour tout t, alors h1(t) reste proche

de e pour tout t. Soit ḡ := g̃h−1
1 . Pour que g̃ soit proche de

e, il suffit que h1 et ḡ soient proches de e. Nous montrons
ci-dessous comment synthétiser un retour d’état qui assure
cette propriété.
On déduit de (1), (27), et (28), que

˙̄g = X(ḡ)AdX(h1)
(
v̄ − AdX(g̃−1)vr

)
(29)

avec v̄ = (v1 − ϑ1, v2, v3)′. Puisque v̄2 = v2 et v̄3 = v3,
on déduit de (26), (27), et (28), que⎧⎨

⎩
ṗ1 = ϑ1

˙̄v2 = u2

˙̄v3 = av1v̄2 = aϑ1v̄2 + av̄1v̄2

(30)

Avec y = (p1, v̄2, v̄3)′, Y1(y) = (1, 0, ay2)′, et Y2(y) =
(0, 1, 0)′, les équations précédentes s’écrivent

ẏ = Y1(y)ϑ1 + Y2(y)u2 + (0, 0, av̄1v̄2)′ (31)

Notons que Y1 et Y2 correspondent aux champs de vecteurs
du système chaîné de dimension 3 (au paramètre a près qui
peut être différent de l’unité). Le système (31) est un cas
particulier de (22) avec g = y, X = Y = {Y1, Y2, Y3 :=
[Y2, Y1]},

C =

⎛
⎝1 0

0 1
0 0

⎞
⎠

v = (ϑ1, u2)′, et P (g, t) = (0, 0, v̄1(t)v̄2)′ =
(0, 0, v̄1(t)y2)′. La loi de groupe associée (par rapport à
laquelle les champs Yi sont invariants à gauche), que nous
noterons ◦ pour la différencier de la loi de groupe sur G,
est définie par

∀(x, y) ∈ R
3 × R

3, x ◦ y :=

⎛
⎝ x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3 + ay1x2

⎞
⎠

Comme le système ẏ = Y1(y)ϑ1 + Y2(y)u2 satisfait la
condition de rang de l’algèbre de Lie en tout point, il existe
des fonctions transverses pour ce système. De telles fonc-
tions sont par exemple données par (comparer avec (24))

f(α) =

⎛
⎝ ε1 sin α

ε2 cosα
aε1ε2

4 sin 2α

⎞
⎠ (ε1, ε2 > 0) (32)

La variable z = y ◦ f(α)−1 de la Proposition 2 est donnée
par

z =

⎛
⎝ y1 − f1(α)

y2 − f2(α)
y3 − f3(α) − af1(α)(y2 − f2(α))

⎞
⎠ (33)

et l’équation (23) peut être développée comme suit :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ż1 = ϑ1 − c1(α)α̇
ż2 = u2 − c2(α)α̇
ż3 = −ac3α̇ + av̄1v2 − af1(α)(u2 − c2(α)α̇)

+ay2(ϑ1 − c1(α)α̇)
(34)

avec c1(α) = ε1 cosα, c2(α) = −ε2 sinα et c3 =
−(ε1ε2)/2. Conformément à la Proposition 2, on véri-
fie facilement que ce système peut être linéarisé par un
changement de variable de commande (ϑ1, u2, α̇). Posons
ϑ1 = c1(α)α̇ − k1z1 avec k1 > 0, afin de stabiliser z1 à
zéro. Puisque z1 = y1 − f1(α) = p1 − f1(α), si l’on pose
de plus p1(0) = f1(α(0)), on a

∀t,

{
p1(t) = f1(α(t))
ϑ1(t) = c1(α(t))α̇(t) (35)

Dès lors, il s’agit d’utiliser les trois entrées de commande
u1, u2, et α̇ afin de contrôler v̄. Pour ce faire introduisons
la variable

ξ̄ = (v̄1, z2, z3)′ − AdX(ḡ−1)vr − v�(ḡ)

= T (−f1)(v̄ − f23) − AdX(ḡ−1)vr − v�(ḡ)
(36)



avec

T (f1) :=

⎛
⎝1 0 0

0 1 0
0 af1 1

⎞
⎠ , f23 =

⎛
⎝ 0

f2

f3

⎞
⎠

et v∗ une fonction spécifiée ci-dessous. Lorsque ξ̄ = 0, et
f est “petite” (i.e. ε1 et ε2 dans (32) sont proches de zéro),
v̄ est approximativement donné par AdX(ḡ−1)vr + v�(ḡ).
Si de plus h1 reste proche de e (ce qui est est le cas si h1(0)
est choisi proche de e), une approximation du système (29)
est

˙̄g = X(ḡ)v�(ḡ) (37)

En choisissant v∗ de sorte que l’origine ḡ = e soit un équi-
libre asymptotiquement stable du système (37), on peut es-
pérer que ḡ, et donc g̃, reste proche de e. Afin de concrétiser
cette démarche intuitive, il faut donc montrer que i) on peut
stabiliser ξ̄ à zéro par le choix des commandes u1, u2, et α̇,
et ii) cette stabilisation implique la convergence de l’erreur
de suivi g̃ vers un “petit voisinage” de e.
Stabilisation de ξ̄ = 0 : La dérivée de ξ̄ le long des solu-
tions du système est donnée par⎧⎪⎨
⎪⎩

˙̄ξ1 = u1 + ε1α̇
2 sin α − ε1α̈ cosα + r1 + ξ̄1s1(

˙̄ξ2

˙̄ξ3

)
= M(α)

(
u2

α̇

)
+
(

r2

r3

)
+ ξ̄1

(
s2

s3

)
(38)

avec M(α) la matrice inversible (∀α) définie par

M(α) :=
(

1 ε2 sinα
−aε1 sin α aε1ε2

2 cos 2α

)

et ri, si (i = 1, 2, 3), des fonctions dépendant de
ḡ, ξ̄2, ξ̄3, α, vr, et v̇r, mais pas de ξ̄1. Il n’est alors pas diffi-
cile de synthétiser une loi de commande stabilisant ξ̄ = 0 :

Lemma 1 Considérons le retour d’état régulier⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
u2

α̇

)
:= M(α)−1

(
−k

(
ξ̄2

ξ̄3

)
−
(

r2

r3

))
u1 := −ε1α̇

2 sin α + ε1α
(2) cosα − r1

−ξ̄1s1 − kξ̄1 − ξ̄2s2 − ξ̄3s3

(39)
avec k > 0 et α(2) la fonction dépendant de ḡ, ξ̄, α, vr, v̇r,
et v̈r, dont la valeur coïncide avec la dérivée temporelle de
la commande α̇ le long des solutions du système contrôlé.
Alors, par application de ce retour d’état (dynamique) au
système (26), d

dt‖ξ̄‖2 = −2k‖ξ̄‖2 et ξ̄ = 0 est donc expo-
nentielle stable.

Stabilité pratique de g̃ = e : Avant de donner le résultat
de stabilité de g̃ = e, il est nécessaire de spécifier la fonc-
tion v∗. Cette fonction doit être différentiable et choisie de
sorte que ḡ = e soit un équilibre localement exponentiel-
lement stable du “système idéal” (37). Dans un système de
coordonnées autour de ḡ = e, il suffit de choisir un re-
tour d’état linéaire qui rend l’origine du “système linéaire”

˙̄g = X(e)v∗ asymptotiquement stable. Dès lors, à partir de
l’équation du système bouclé (29)–(36) et du Lemme 1, on
peut établir le résultat suivant (voir [22] pour la preuve)

Proposition 3 Soit v∗ une fonction différentiable qui rend
l’origine du système (37) localement exponentiellement
stable. Posons h1(0) := e, α(0) = ±π/2, et désignons
par η la fonction de classe3 K telle que maxα(‖f(α)‖ +
dg(h1, e)+‖I3−AdX(h1)‖) ≤ η(ε) avec ε := ‖(ε1, ε2)‖,
et dg une distance sur G. Alors, pour toute constante Kr, il
existe ε0, γg, γv, β > 0 tels que , pour toute trajectoire de
référence gr telle que ‖vr‖ ≤ Kr, et pour tout ε ∈ (0, ε0],

dg(g̃(0), e) ≤ γg

‖(v − vr)(0)‖ ≤ γv

}
⇒ dg(g̃, e) est a.b. par βη(ε)

où “a.b.” signifie “asymptotiquement bornée”. De plus, si
‖v̇r(t)‖ et ‖v̈r(t)‖ sont bornées, alors ‖v(t)‖ et les com-
mandes u1(t), u2(t), et α̇(t), sont bornées.

Commentons brièvement ce résultat. Etant donnée une
borne sur les vitesses associées à la trajectoire de référence,
et sous réserve d’une erreur initiale suffisamment petite et
d’un ε petit également, on garantit i) la bornitude de l’er-
reur de suivi, ii) la possibilité (en théorie) de réduire cette
erreur autant que l’on veut en choisissant ε1 et ε2 petits,
et iii) l’existence d’un domaine d’attraction uniforme par
rapport à la trajectoire de référence et par rapport à ε.

Conclusion
La stabilisation de trajectoires recouvre plusieurs problé-
matiques qui ont jusqu’à présent été abordées avec des
techniques différentes. De nombreuses applications, qui ne
requièrent pas un contrôle actif de l’orientation du véhi-
cule, peuvent être traitées par des méthodes d’automatique
très classiques. Lorsqu’un contrôle en orientation est né-
cessaire, des techniques plus élaborées doivent être utili-
sées, avec des limitations en pratique, comme par exemple
l’impossibilité de garantir des propriétés de stabilisation
asymptotique sans connaissance à priori sur la trajectoire
à stabiliser. La plupart de ces limitations peuvent être
contournées en relâchant l’objectif de commande au pro-
fit d’une stabilisation pratique (i.e. stabilisation d’un petit
voisinage d’un point). En outre, il devient alors possible de
stabiliser des trajectoires générales (i.e. non réalisables par
le véhicule commandé), ce qui augmente le champ d’ap-
plication de ces systèmes. L’approche de commande par
fonctions transverses offre un cadre théorique assez géné-
ral pour la synthèse de tels “stabilisateurs pratiques”. Une
validation expérimentale sur un véhicule de type unicycle
a montré ses potentialités, et nous espérons que cet article
suscitera des intérêts et collaborations en vue d’autres ap-
plications.

3Rappelons que η ∈ C0(R+; R
+) est une fonction de classe K si

η(0) = 0 et η est strictement croissante.
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