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Résumé

Cet article est consacré a la commande par retour d’état
des véhicules non-holonomes ou sous-actionnés, dans le
cadre de la stabilisation de trajectoires. Cette classe de
systemes, qui inclut les robots mobiles a roues et de nom-
breux engins spatiaux, présente, du point de vue de la com-
mande, des caractéristiques tres différentes selon le type
de trajectoire a stabiliser (e.g. configuration fixe, trajec-
toires non-stationnaires, etc). Ceci a conduit au dévelop-
pement de différentes approches de commande, destinées
a résoudre des types d’applications particuliers. Le but de
cet article est de fournir une présentation générale de ces
méthodes, a partir des propriétés génériques des véhicules,
et de proposer une approche unifiée pour le probleme de
stabilisation de trajectoires.

Mots Clef

Stabilisation, véhicule non-holonome, véhicule sous-
actionné.

1 Introduction

La diversité des systemes de locomotion en robotique est
une source de développements importants pour I’automa-
tique, dans la mesure ol la commande de ces systémes
donne souvent lieu a des problemes qu’on ne peut pas ré-
soudre avec des techniques classiques. En outre, les appli-
cations dédiées aux véhicules et nécessitant un niveau d’au-
tonomie élevé sont de plus en plus nombreuses. En effet,
Iintrusion de ces systemes en milieu non protégé (trans-
port urbain automatisé, applications domestiques, applica-
tions militaires) nécessite une bonne robustesse et de fortes
capacités de locomotion.

La place importante réservée aux véhicules non-holonomes
et sous-actionnés dans les applications robotiques repose
en partie sur I’existence de stratégies de commande simples
et robustes pour stabiliser des trajectoires de référence. Les
applications de type platooning par exemple, ou il s’agit de
contrdler la position d’un véhicule par rapport au véhicule
précédant se déplacant en marche avant, sont essentielle-
ment basées sur des techniques d’automatique linéaire. Ce-
pendant, d’autres applications nécessitent d’ utiliser des ou-

tils plus élaborés, notamment lorsque le contrdle de la si-
tuation complete (i.e. position et orientation) du véhicule
est nécessaire. Les études consacrées a ce type d’applica-
tions sont nombreuses en automatique, ce qui ne facilite
pas toujours leur lisibilité en terme d’intérét applicatif. Un
permier objectif de cet article est d’exposer les principaux
problemes étudiés dans la litérature consacrée a la stabili-
sation de trajectoires, et de donner un apergu des approches
existantes pour la syntheése de retours d’état. Un autre ob-
jectif est de présenter une approche de commande que nous
avons récemment développée, et qui permet de traiter de
facon unifiée des problemes traditionellement abordés sé-
parément.

La commande des véhicules non-holonomes et des vé-
hicules sous-actionnés fait généralement 1’objet d’études
distinctes. Ceci est en partie justifié par la différence de
structure des modeles associés. Pour les systeémes non-
holonomes, la difficulté (du point de vue de I’automaticien)
se situe au niveau du modele cinématique, alors qu’elle
est liée a la dynamique pour les systeémes sous-actionnés.
Cette distinction implique également une hiérarchie en ce
qui concerne la difficulté a synthétiser des lois de com-
mande : alors que des méthodes assez générales ont été
proposées pour la commande des systemes non-holonomes
(et plus généralement des systemes de commande non-
linéaires “sans dérive”), les systemes sous-actionnés ont
jusqu’a présent été étudiés au cas par cas, en raison de
la difficulté a mettre en évidence des propriétés structu-
relles suffisamment générales et exploitables pour la syn-
these. Malgré cela, ces deux classes de systemes possedent
de nombreux points communs, rarement explicités, dont la
compréhension peut permettre de progresser vers un trai-
tement unifié des problemes de commande. La démarche
suivie dans cet article consiste a mettre en évidence ces si-
milarités, et a montrer comment on peut en tirer profit pour
résoudre les problemes de stabilisation de trajectoires.

Le plan de cet article est le suivant. La Section 2 est prin-
cipalement consacrée aux modeles des véhicules, et a leurs
propriétés les plus significatives du point de vue de la com-
mande. La Section 3 est dédiée aux problemes de stabi-
lisation de trajectoires impliquant un objectif de stabilité



asymptotique. En particuler, la stabilisation par retour de
sortie, la stabilisation de trajectoires non-stationnaires, et
la stabilisation de points fixes, sont abordés. Enfin, nous
présentons dans la Section 4 1’approche de commande par
fonctions transverses, basée sur un objectif de stabilisation
pratique.

2 Notations et modeles

2.1 Notations

C*(M; N) désigne I’ensemble des fonctions de M dans N
k-fois différentiables et de dérivée k-eme continue. La dif-
férentielle d’une application f € C*(M; N) est notée df.
Etant donné un vecteur v € RP, le vecteur transposé est
noté v’. Les notations suivantes concernent les groupes de
Lie (voir e.g. [23], ou [28] pour un exposé plus complet).
Soit G un groupe de Lie. L’élément neutre de G est noté
e, ie. ge = eg = g, et I'inverse de g est noté g~—'. La
translation a gauche sur G est notée L, i.e. Lo(7) = oT.
Un champ de vecteurs X sur G est invariant a gauche si
dL,(7)X (1) = X(oT) pour tout 0,7 € G, avec dL,
la différentielle de 1’application L. Par définition, I’en-
semble des champs de vecteurs invariants a gauche est 1’al-
gebre de Lie g de G. Si X € g, exp(tX) désigne la solu-
tion au temps ¢ du systeéme g = X (g) avec g(0) = e. Etant
donné une base X = {X;,...,X,} deg,etv € R, on
notera X (g)v := > | X;(g)v; (en cohérence avec le fait
que, dans un systtme de coordonnées, Y . | X;(g)v; est
égale au produit de la matrice X (g) = (X1(g9) -+ Xn(9))
par le vecteur v). La représentation adjointe est notée
Ad, ie. Ad(o) = dI,(e) avec I, € CHG;G) défi-
nie par I,(9) = ogo~'. Etant donné une base X =
{X1,...,X,}deg,’expression de Ad dans la base X sera
notée Ad~, i.e. Vo € R", Ad(0) X (e)v = X (e)Ad™ (0)v.
Rappelons enfin deux relations importantes. Soit X une
base de g et (g1, v1), (g1,v2) deux solutions du systeme
g = X(g)v. Alors,

%(glglil) = X(glf{{l)AdX(gz)()gl —v)
491 '92) = X(g1 '92)(v2 — Ad™ (g5 ' g1)v1)

2.2 Modeéeles de véhicules

Un modele générique des véhicules est donné par les équa-
tions suivantes :

ey

q=X(q)C(s)v (2a)
M(s)o = =N (s,v)v + P(q,v,t) + Bt (2b)

L’équation (2a) correspondent au modele cinématique du

systeme.

— ¢ est un élément de I’espace de configuration (). Nous
supposerons que () admet une décomposition du type
Q = G x 8, avec G un groupe de Lie associé a la
situation du véhicule (i.e. position et orientation), et S
un groupe de Lie abélien associé a des variables d’état
internes du véhicule. On note ¢ € G et s € S les
composantes de g associées a cette décomposition, i.e.

g = (g, s). La dimension de @) est n = ngy + ny avec
ng = dim(G) et ng = dim(S). Puisque G et S sont des
groupes de Lie, il en est de méme pour (), avec le produit
de deux éléments ¢ = (g1,51) et @2 = (g2, s2) défini
par q1q2 = (9192, 51 + 52).

- X ={Xjy,..., X, } estune base de 1’algebre de Lie q de
Q. Cette algebre est égale au produit g x s des algebres
de Lie de G et de S, et ’on peut montrer que chaque
champ X; se décompose sur g x s de la facon suivante :

X0 = () ®

%

avec X/ e get X7 € 5.
— C(s) est une matrice de transformation qui traduit 1’in-
fluence des variables internes sur la vitesse du véhicule.
— v € R™ est une variable de vitesse. Sa dimension, m,
correspond au nombre de degrés de liberté (d.d.l.) du
systeme.
L’équation (2b) décrit la dynamique du systéme, avec 7 €
RP associé aux couples/forces délivrés par les actionneurs,
et assimilable a un vecteur de commande. M (s) est la ma-
trice d’inertie, N (s, v) est la matrice associée aux forces
de Coriolis et centrifuges, P(g,v,t) correspond a d’éven-
tuelles forces extérieures et/ou frottements internes, et la
matrice B relie les intensités des couples/forces produits
par les actionneurs aux forces généralisées.
Sans grande perte de généralité, nous ferons les hypotheses
suivantes (voir e.g. [5] ou [17, Chap.I] pour plus de détails).
Hypotheses :

1. Les matrices B et C(s) sont de rang plein,

2. Le modele cinématique, avec v assimilé a une variable
de commande, satisfait la condition de rang de 1’al-
gebre de Lie' en tout point, et donc est commandable.

A partir de la décomposition (3), et du fait que les matrices
C, M, N, et B ne dépendent pas de g, on vérifie facilement
la propriété suivante qui caractérise les véhicules :

Lorsque P ne dépend pas de g, si (g(t), s(t),v(t)) est
une solution de (2) associée a I’entrée 7(t) alors, pour tout
élément go € G (gog(t),s(t),v(t)), est aussi solution de
ce systeme pour la méme entrée de commande.

L’invariance des champs X; conduit a définir des variables
d’erreur entre la configuration g du véhicule et une confi-
guration de référence ¢, a partir de la loi de groupe sur Q.
Par exemple, en définissant ¢ := ¢, !¢ avec ¢, une courbe
réguliere sur (Q, on déduit de (1) le modeéle cinématique
d’erreur

q=X() (C(s)v — Ad* (G ")wy) 0))

avec w, définie par ¢, = X (g, )w,..

IRappelons qu’un systeme sans dérive & = > | v; X;(z) satisfait
la condition de rang de I’algebre de Lie en g si I’espace vectoriel engen-
dré par les champs X; et les crochets de Lie itérés de ces champs entre
eux évalués en z¢ est de dimension dim(x).



Finalement, notons que lorsque S = (J, les équations (2) et
(4) se réduisent a

g=X(g)Cv (52)
Mo =—N(v)v— P(g,v,t) + Bt (5b)

et
9=X(9) (Cv—Ad* (5" w,) 6)

respectivement, avec X une base de g. Dans ce cas,
le systtme (5a) est un “systéme sur un groupe” au
sens ou chaqu’un des champs de commande associé
X(g)Cey,...,X(g)Cep, avec {e1,...,en} la base ca-
nonique de R™, est invariant a gauche sur G.

2.3 Classification simplifiée

On peut essentiellement distinguer trois classes de véhi-
cules.

Les véhicules non-holonomes (p = m < n). Ces sys-
temes sont caractérisés par 1’existence de contraintes ciné-
matiques non-intégrables, qui se traduisent par le fait que
m, la dimension de v, est plus petit que n = ng + n;
(et méme, dans la grande majorité des cas, plus petit que
ng4). Les robots mobiles a roues constituent les principaux
exemples de tels systemes (voir [5] pour plus de détails
sur les mécanismes existants et 1’obtention des modeles).
Puisque p = m et B est de rang plein, B est carrée inver-
sible et 1I’équation (2b) peut étre linéarisée (par un change-
ment de variable de commande statique) en v = u, avec
u une nouvelle variable de commande reliée a 7 de fa-
con bijective (a g, v, t fixé). Pour cette raison notamment,
il est usuel de se concentrer sur le modele cinématique (qui
contient les non-linéarités “dures”), sachant que si v* est
une commande différentiable pour ce modele, il n’est pas
difficile de calculer une commande u assurant la conver-
gence de v vers v* (et donc, conduisant asymptotiquement
aux mémes trajectoires). Nous suivrons ce parti pris dans
la suite de cet article. Les systémes de type unicycle (Fig
1) et voiture (Fig 2) constituent les exemples les plus ré-
pandus. Avec les notations de ces figures, des modeles ci-
nématiques possibles (“posture kinematic models” au sens
de [5]) sont donnés par

. T = wicosf
T = wicosf . .
. . y = wvpsinf
Yy = wvisin 0 et 0 = )
0 = (%) : !
¢ V2

respectivement, avec ( := ta?“”, © I’angle associée a la

direction de la voiture, et ¢ la distance entre les points Py
et P;. Illustrons la modélisation de la Section 2.2 a partir
de ces deux systemes. Dans les deux cas, G = SE(2) que
I’on peut identifier 4 R? x S avec la loi de groupe définie

par
_(p1) (P2 _ (p1+ R(01)p2
9192 = (01> (92) - ( 91 + 92 ) (8)

avec p; = (m;,y;) € R%, 6, € S, et R(#) € R**? la
matrice de rotation d’angle #. Le modele cinématique de
I’unicycle est donc de la forme (5a) avec

cos —sinf 0 10
X(g)=R(f) := [sinf cosf 0|,C=10 0
0 0 1 0 1

©))

et v = (v1,v2)". On peut assimiler les trois vecteurs co-
lonnes de X (¢) ala valeur en g de trois champs de vecteurs
X1, Xs, X3. On vérifie facilement que ces champs sont in-
variants a gauche par rapport a la loi de groupe définie par
(8), et donc (puisque ces champs sont linéairement indé-
pendants) qu’ils forment une base de g.

Pour la voiture, s = ( € R = S est la variable interne, et
I’on déduit de (7) que 1’équation (2a) est vérifiée avec

X(q) = (Ré‘g) (1’) . Cls) = (10)

Oy O
_ o O o

etv = (vy,v2).

Jo

10

xT ’io
FI1G. 2 — Véhicule de type voiture
Les véhicules sous-actionnés (p < m = n). A ’opposé

des systemes non-holonomes, les principales non-linéarités
de modele des véhicules sous-actionnés se situent non pas



au niveau de la cinématique, mais au niveau de la dyna-
mique, du fait que le nombre d’actionneurs indépendants
est inférieur au nombre de d.d.1. du systeme. Pour cette rai-
son, il est nécessaire des le départ de considérer le modele
complet. Un exemple simple de systéme sous-actionné est
le véhicule de type glisseur représenté sur la Figure 3. Il
s’agit d’un corps rigide se déplacant dans le plan, et ac-
tionné par le biais de deux propulseurs a I’arriere délivrant
des forces f; et fo. Le point Py correspond au centre de
masse. Avec les notations de la figure, et en ’absence de
forces extérieures, le modele dynamique est donné par

g = X(g)v

mvy = Mmuovz + T1 an
muvo = —muvivs3

J’[)g = T3

avec X (g) donnée par (9), m la masse du corps, .J son iner-
tie, et 7y, 7o I'intensité de la force et du couple résultant des
propulseurs. Le groupe GG associé a ce systéme est encore

F1G. 3 — Véhicule de type glisseur

SE(2), et la relation (5a) est satisfaite avec X (g) donné
par (9) et C' = I3 la matrice identité de R>. Enfin, la rela-
tion (5b) est satisfaite avec M = Diag(m, m, J), N(v)v =
(—=muwavs, mvivs,0)', P = 0,et Br = (11,0, 72)".

Les véhicules non-holonomes sous-actionnés (p < m <
n). Cette famille de systtme cumule les non-linéarités
des deux classes précédentes. Les exemples physiques
(commandables) de tels systemes étant peu nombreux, et
encore assez marginaux, nous ne traiterons pas ces sys-
temes dans cet article (voir e.g. [15] pour un exemple).

2.4 Propriétés de commandabilité

Commandabilité en un point. Pour les syst¢mes non-
holonomes, le linéarisé en un point d’équilibre n’est jamais
commandable, mais la condition de rang de 1’algebre de
Lie en un point (cf. Hypothese 2) est une condition suf-
fisante de commandabilité locale du modele cinématique
(et aussi une condition nécessaire lorsque les champs asso-
ciés sont analytiques). Dés que cette propriété est vérifiée,
la commandabilité du modele dynamique (au sens STLC
[26]) est également garantie (voir e.g. [6]).

Le cas des systemes sous-actionnés est plus délicat. Sup-
posons d’abord que P = 0. Dans ce cas, comme pour

les systemes non-holonomes, le linéarisé autour d’un point
d’équilibre ne peut étre commandable (car p < m), mais
contrairement au cas précédent, la condition de rang de
I’algebre de Lie n’est plus une condition suffisante de com-
mandabilité. Toutefois, le théoreme de Sussmann [26, Th.
7.2], qui fournit une condition suffisante de commandabi-
lité (au sens STLC) pour des systemes de commande gé-
néraux, permet trés souvent de vérifier cette propriété de
commandabilité. Par exemple, on montre facilement a par-
tir de ce résultat que le systeme (11) est commandable au
sens STLC en tout point fixe (i.e. en tout (g,v) = (go,0)
avec gq arbitraire. Précisons que la commandabilité d’un
systeme du type (2) pour une situation go implique la com-
mandabilité pour toute autre situation. Notons par ailleurs
que dans [14] (voir également [4]), des criteres sont propo-
sés pour tester d’autres types de commandabilité. Avant de
terminer cette section il est important de noter que, contrai-
rement au cas des systemes non-holonomes, le terme de
perturbation P peut influencer les propriétés de comman-
dabilité du systeme. Considérons I’exemple du glisseur, et
supposons qu’une force constante ci est appliquée au sys-
teme. Dans ce cas, on peut vérifier que le linéarisé au-
tour de toute configuration go = (o, Yo, 0) est comman-
dable (alors qu’il ne I’est jamais lorsque P = 0). Notons
que pour une telle perturbation, ces configurations corres-
pondent a I’ensemble des points d’équilibre du systeme.
De nombreux systemes volants [13, 27] satisfont des pro-
priétés analogues, avec le terme de perturbation induit par
la gravité.

Commandabilité le long de trajectoires. Bien que le li-
néarisé en un point fixe des systemes non-holonomes ou
sous-actionnés (avec P = 0) ne soit pas commandable,
le linéarisé le long de trajectoires non-stationnaires peut
étre commandable. En fait, il est montré dans [25] que
pour tout systtme de commande analytique & = Xo(x) +
it uiX;(x), commandable au sens STLC, le linéarisé le
long de trajectoires est génériquement commandable. Ceci
signifie essentiellement® que la commandabilité du linéa-
risé est garantie pour “presque toutes” les trajectoires de
référence. Illustrons cette propriété sur les exemples de la
voiture et du glisseur.

Considérons une trajectoire de référence admissible (i.e.
réalisable) (g, v,) pour le systtme (2). On considére
comme variable d’erreur associée (¢ = q;lq, D=v—1).
Sur SE(2), Ad™ (g) est donné par

Ad¥(g) = k() (—yx>
0 1

lorsque X est définie par (9), et sur tout groupe abélien
S, Ad(s) est I’application identité. On en déduit que le li-
néarisé du modele cinématique d’erreur (4) (en ¢ = e) est

2Plus précisément, 1’ensemble des entrées de référence u,(t) t €
[0, T'] pour lesquelles le linéarisé est commandable sur un sous intervalle
[0,To] de [0, 7] le long de la trajectoire - associée est générique dans
C*>([0,T); R™) pour tout " > 0.



donné, lorsque G = SE(2), par

G=A(sp,0.)G + ; vr,ia—(’;(sr)g +C(s))o (12)
avec
0 Cs(sp)vy,  —Ca(sy)vy
| —Cs(sp)vr 0 Cy(8r)vp
Alsr, vr) = 0 0 0
0 0 0

et C; (resp. C?) le i-eme vecteur ligne (resp. colonne) de C.
Dans le cas de la voiture, C' est définie par (10), et I’équa-
tion (12) devient

0 ¢ 0 0 1 0
L ¢ 0 1 0. 0 0.
a=vei| o g o 1|9 ¢ 0 v (13)
0O 0 00 0 1

Par application du critere de commandabilité pour les sys-
temes linéaires non-stationnaires (voir e.g. [8, Sec. 5.3]),
on montre que ce systéme est commandable sur [0, 7] dés
que v, 1 est une fonction réguliére sur cet intervalle et non-
identiquement nulle.

Dans le cas du glisseur, S = () et C est la matrice identité,
de sorte que I’équation (12) est donnée par

. 0 Ur3 —Ur2
g=\-vs 0 v1 [g+0 (14)
0 0 0

Concernant la dynamique, on déduit de (11) I’équation li-
néarisée suivante :

. 0 Ur,3 Ur,2 % 0
v = —Ur3 0 —Ur1 v+10 O])7T (15)
0 0 0 0 +

avec T = T — T, et 7, ’entrée associée a la trajectoire de
référence. En utilisant a nouveau le critere de commandabi-
lité des systemes linéaires non-stationnaires, on peut mon-
trer que le systtme (14)—(15) est commandable sur [0, 7]
des que I'entrée 7, est une fonction réguliere sur cet in-
tervalle et non-identiquement nulle. Lorsque 7, est inden-
tiquement nulle sur [0, 7], la commandabilité sur cet in-
tervalle est encore vérifiée si v, 3 n’est pas identiquement
nulle. Dans le cas contraire, (i.e. si le mouvement du glis-
seur consiste en une translation pure a vitesse constante) le
linéarisé n’est plus commandable.

3 Méthodes de synthese pour la sta-
bilisation asymptotique

De nombreux objectifs de commande peuvent étre formu-
1és comme la stabilisation asymptotique a zéro d’un vec-
teur de sortie n € R*, avec k < n. Pour les véhicules, n est
typiquement une composante d’un vecteur

() -raa-(uffil) oo

avec h(., ¢, ) un difféomorphisme pour tout ¢,.. Afin de réa-
liser cette stabilisation, une premicre étape consiste a éta-
blir la relation dynamique qui relie  a I’entrée de com-
mande u (i.e. v = v ou u = 7 suivant le modele uti-
lisé). Considérons par exemple le cas des véhicules non-
holonomes. Dans ce cas, on obtient une equation différen-
tielle du premier ordre du type

n=fnv,q,vv) (17)
On peut alors distinguer deux cas :

1. le linéarisé du systeme (17) en n = 0 est comman-
dable (uniformément par rapport a (v, ¢, v,-)). Dans
ce cas, il est possible, localement, de stabiliser n = 0
par des retours d’état linéaires du type v = K ().
Dans le but d’augmenter la taille du domaine de sta-
bilité (et aussi éventuellement de relacher les hypo-
theses de commandabilité uniforme du systeme), des
retours d’état non-linéaires peuvent &tre utilisés.

2. le linéarisé du systeme (17) en n = 0 n’est pas com-
mandable. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser des
retours d’état non-linéaires méme localement. La syn-
these de telles commandes et I’analyse du systeme
contrdlé (en termes de robustesse notamment) peut
s’avérer tres délicate.

Le cas des systemes sous-actionnés est similaire, avec (17)
remplacée par une équation du deuxiéme ordre reliant 7} a
T.

3.1 Stabilisation partielle par retour de sor-
tie

Pour les véhicules, la stabilisation par retour de sortie est
le plus souvent utilisée pour un contrdle en position seule-
ment. Plus généralement, il s’agit de stabiliser a zéro un
vecteur ) € R* défini par (16), avec h,; une fonction choi-
sie de sorte que le systeme dynamique (17) soit linéarisable
par un changement de variable de commande.
Considérons d’abord le cas des systemes non-holonomes.
Dans ce cas, le long des solutions du systeme (2),

 oh,

oh oh
X (i _ TIA X(~—1 - n 'T 1
(@)C(s)v ¥ d* (¢ w + 5.4 (18)

Si la matrice k x m %X(Q)C(s) est de rang k, ce qui est
possible lorsque k& < m, alors I’application

V) 19)

est surjective et I’équation (18) peut étre linéarisée par un
changement de variable de commande. Une fois cette li-
néarisation effectuée, un simple retour d’état linéaire per-
met d’obtenir la stabilité exponentielle de = 0. Ce type
d’approche est tres utilisé dans les problemes de platoo-
ning consistant a suivre un véhicule se déplacant en marche
avant. Dans ce cas, on cherche a contrdler la position du
véhicule par rapport au véhicule précédent (I’orientation



n’ayant pas besoin d’étre contrdlée activement), et on défi-
nit par exemple h, (¢, ¢,) = h}(d.4,) = (xp — 2r,yp —
yr) avec (xp,yp) (resp. (z,,y,)) les coordonnées d’un
point P 1ié au véhicule commandé (resp. d’un point P,
lié au véhicule de référence). Lorsqu’on ne dispose que de
mesures de positionnement relatives, on pourra utiliser la
fonction h,(q,q-) = h2(q,q-) = R(=0,)h}(q, ). Pour
garantir que 1’application (19) est surjective, il convient de
choisir le point P convenablement. Pour un véhicule de
type unicycle, il suffit que P ne soit pas situé sur I’axe des
roues arrieres (cf. Fig. 1). Pour un véhicule de type voiture,
on choisira un point li€¢ a la roue virtuelle de direction et
déporté par rapport au centre de cette roue (cf. Fig. 2).

Le cas des systemes sous-actionnés peut étre traité de facon
similaire, a partir du modele dynamique. Dans ce cas, on
cherche a choisir h,, de sorte que I’application

T 1 (20)

soit surjective (ce qui est possible lorsque & < p). Des lors,
on peut linéariser 1’équation de 7j et un retour d’état linéaire
K11+ Ks1 convenablement choisi garantit la stabilisation
exponentielle de (7, 7) = 0. Par exemple, pour le contrdle
en position du glisseur, on pourra utiliser les fonctions /i
ou hy spécifiées ci-dessus. Dans ce cas, comme pour 1’ uni-
cycle, on peut montrer que I’application (20) est surjec-
tive lorsque le point P est déporté par rapport au centre de
masse Py (cf. Fig 3).

La limitation des approches par retour de sortie provient du
fait que la “variable complémentaire” v dans (16) n’est pas
activement contrdlée. Pour certaines applications (comme
le platooning) ceci ne met pas en danger le comportement
global du systeme. Cependant, I’effet de “cisaillement”
(“jack-knife effect” en anglais), pouvant par exemple sur-
venir lors de I’exécution de manceuvres par un véhicule
de type voiture, montre bien comment ce type d’approche
peut étre mis en défaut. Il peut alors s’avérer nécessaire de
contrdler I’état complet du véhicule.

3.2 Stabilisation de
stationnaires

trajectoires non-

Lorsqu’il est nécessaire de stabiliser la position ef I’orien-
tation (i.e. la situation complete g) d’un véhicule non-
holondme ou sous-actionné par rapport a une trajectoire de
référence, il n’est en général plus possible de linéariser le
systeme dynamique (17) par un changement de variable de
commande statique car k,la dimension de 7, est supérieur a
p. L’utilisation d’extensions dynamiques permet dans cer-
tains cas de ce ramener a un systeme (de dimension plus
grande) linéarisable. L’approche de commande par plati-
tude [12], qui repose sur cette propriété, est applicable a
de nombreux véhicules. Une difficulté de mise en ceuvre
réside dans I’existence de singularités de ces retours d’état
lorsque la trajectoire de référence possede des points d’ar-
réts. Une solution partielle a ce probléme est proposée dans
[11].

Une autre approche, basée sur les propriétés génériques de

commandabilité le long de trajectoires (cf. Section 2.4),
consiste a utiliser des retours d’état statiques linéaires.
Dans le cas d’un véhicule de type unicycle, cette méthode
a été utilisée dans [24, 7]. A titre d’exemple, pour les vé-
hicules de type voiture, on peut montrer le résultat suivant

(voir [17, Sec. 2.3.2]) :

Proposition 1 Soit une trajectoire de référence q, pour la
voiture, avec s,(= () supposée bornée. Soit K (t) la ma-
trice

<_k1|vr,1| 0 _QIClegrh)r,l O >
2kovy 1 —2koka|vy 1] —Ur,1(2k2+k—23) —kalvra

avec ki, ..., kg > 0. Alors,

— Si v, et ¥, sont bornées, le retour d’état linéaire
0 = K (t)q rend I'origine du systéme d’erreur linéarisé
(13) stable, et globalement asymptotiquement stable si
vy,1(t) ne tend pas vers zéro lorsque t tend vers ’infini.

— Si v,.(t) est de signe constant et fg [vra](s)ds — oo
lorsque t — oo, © = K (t)q rend I’origine du systeme
d’erreur non-linéaire (4) localement asymptotiquement
stable.

Notons que la convergence vers zéro de la variable d’erreur
n’est généralement pas garantie si v,1(¢) tend vers zéro
lorsque ¢ tend vers I’infini, et en particulier qu’elle n’est pas
obtenue lorsque I’état de référence ¢, (¢) converge vers une
valeur fixe. Ceci est dii au fait que le linéarisé du systeme
d’erreur, en une configuration fixe, n’est pas commandable.
Un inconvénient des lois de commande linéaires comme
celles de la Proposition 1 réside dans le fait que le bas-
sin d’attraction de I’origine pour le systeme controlé est
généralement local, et difficile a spécifier. La synthese
de retours d’état non-linéaires, typiquement par des tech-
niques de type Lyapunov, peut permettre d’obtenir des sta-
bilisateurs plus globaux. Par exemple, une “version non-
linéaire” du retour d’état de la Proposition 1 est donné dans
[19]. Concernant les véhicules non-holonomes, de nom-
breux résultats sur ce probleme (qu’il n’est pas possible
ici de détailler) existent dans la littérature. Nous renvoyons
notamment le lecteur a [7] pour plus de références. Le cas
des systemes sous-actionnés, plus difficile, a été moins étu-
dié (voir néanmoins [10, 13]).

3.3 Stabilisation de points fixes

Contrairement aux deux problemes précédents, les tech-
niques issues de I’automatique linéaire ne peuvent généra-
lement pas étre utilisées pour la stabilisation de points fixes
car le systeme linéarisé associé n’est pas commandable. Il
faut cependant rappeler (voir Section 2.4) que certains vé-
hicules sous-actionnés échappent a cette régle en raison du
terme de perturbation P dans (2) qui rend le systeme li-
néarisé en une configuration fixe commandable. Dans ce
cas, les techniques linéaires classiques restent utilisables.
Lorsque P = 0, ce que nous supposerons dans la suite
de cette section, des techniques nonlinéaires doivent étre



utilisées. Une difficulté supplémentaire réside dans le fait

que la stabilisation asymptotique de points fixes ne peut

étre réalisée par des retours d’état autonomes réguliers (i.e.

du type u(x)). Ceci découle du théoreme de Brockett [3].

De nombreux travaux ont été menés dans les années 90

afin de contourner cette difficulté via la synthese d’autres

types de commandes (e.g. instationnaires, hybrides conti-
nue/discret, etc). Sous des hypotheses de commandabilité
relativement faibles, on peut garantir I’existence de retours
d’état asymptotiquement stabilisants, pour les systeémes
non-holonomes comme pour les systémes sous-actionnés

[9], et de nombreuses méthodes de synthese ont aussi été

développées. Toutefois, aucune solution de commande ne

semble échapper au dilemme suivant :

— Les retours d’état réguliers (différentiables par exemple)
permettent éventuellement d’obtenir des propriétés de
robustesse et de sensibilité aux bruits de mesure satis-
faisantes, mais ne permettent pas d’obtenir une conver-
gence exponentielle vers 1’équilibre.

— Stabilité et convergence exponentielle peuvent étre obte-
nus avec des retours d’état seulement continus, mais au
prix d’une perte de robustesse vis-a-vis de certaines er-
reurs de modeles, et d’une tres forte sensibilité aux bruits
de mesure.

Il n’est pas possible ici de détailler tous ces aspects et nous

renvoyons le lecteur a [17, 21] pour plus de détails sur les

méthodes de synthese existantes et leurs limitations.

4 Stabilisation pratique et fonctions
transverses

L’ objectif de cette section est de présenter une nouvelle ap-
proche de commande que nous avons commencé a déve-
lopper depuis quelques années. Cette approche, basée sur
un objectif de stabilisation pratique (i.e. stabilisation d’un
petit voisinage d’un point plutdt que du point lui-méme),
permet d’apporter une solution unifiée a de nombreux pro-
blemes de stabilisation de trajectoires.

4.1 Motivations pour la stabilisation pra-
tique

Pour les véhicules non-holonomes ou sous-actionnés, plu-
sieurs difficultés suggerent que 1’objectif de stabilisation
asymptotique n’est pas toujours bien posé, et ne correspond
pas nécessairement aux possibilités du systeme.

1. Pour la stabilisation asymptotique de point fixe, nous
avons brievement rappelé en Section 3.3 le dilemme
performance/robustesse qui empéche d’obtenir une
convergence rapide de facon robuste. Ceci se traduit
en pratique par la difficulté & obtenir un positionne-
ment trés précis par rapport a une situation fixe.

2. Les résultats de stabilisation asymptotique de trajec-
toires reposent sur une connaissance a priori de la
trajectoire a stabiliser, et ne garantissent une conver-
gence de I’erreur que pour certaines trajectoires de
référence (cf e.g. Prop 1). Si celles-ci ne sont pas

connues a I’avance (e.g. si elle sont issues d’une me-
sure en temps réel), la question du choix de com-
mande a utiliser reste posée. On peut alors se de-
mander s’il existe des lois de commande (éventuelle-
ment instationnaires) paramétrisées par la trajectoire
de réference, i.e. u(q,v, g, v,,7,1) qui permettent
de stabiliser asymptotiquement toute trajectoire de ré-
férence. Il a récemment été montré dans [16] que
pour de nombreux véhicules (unicycle, voiture, etc),
de telles commandes n’existent pas.

3. Pour certains problemes de commande, il peut étre
utile de pouvoir “suivre”, avec une précision donnée,
des trajectoires non-réalisables. Un premier exemple
concerne des applications de “platooning” avec un
véhicule de téte susceptible de faire des manceuvres
(voir [1]). Un autre exemple concerne le cas ou des
perturbations agissant sur le systéme ne permettent
pas de calculer a I’avance des trajectoires réalisables
(ce qui est courant pour les systemes sous-actionnés).
Enfin, lorsque la trajectoire de référence doit faire
I’objet d’une planification, celle-ci peut étre drasti-
quement simplifiée lorsque 1’on dispose de lois de
commande permettant de suivre, avec une précision
donnée, des trajectoires non-réalisables. La stabilisa-
tion asymptotique de trajectoires non-réalisables étant
impossible, il est nécessaire de considérer un objectif
de commande moins contraignant.

L’approche de commande par fonctions transverses [18,
20], basée sur un objectif de stabilisation pratique, permet
d’apporter des solutions a ces problemes.

4.2 Fonctions transverses : définition et exis-
tence

Définition 1 Soient X1, ..., X,, des champs de vecteurs
sur une variété différentielle M. Une fonction [ €
CYH(TP; M), avec p € N et T := R/27Z, est une fonction
transverse aux champs X1, ..., Xy, Si

Vo € TP, rang H(«) = dim(M) 21)

avec

H(o) = <X1(f(a)) X (f@) 2 a) ﬁ(a))

Ooy . Oay

Dans [18], nous avons montré que si les champs
Xi,...,X,, satisfont la condition de rang de I’algebre
de Lie en un point xg alors, pour tout voisinage U de
xo il existe une fonction transverse a ces champs, a va-
leur dans U. Le principe de I’approche de commande par
fonctions transverses consiste a utiliser ¢v1, . .., &, comme
des variables de commande (virtuelles) supplémentaires,
pour contrdler des déplacements sur M dans des directions
complémentaires a celles données par les X;. Lorsque les
champs X; sont invariants a gauche sur un groupe de Lie
G, cette approche est systématique comme nous allons le
montrer maintenant.



4.3 Application a la stabilisation des véhi-
cules non-holonomes

Le résultat suivant a été donné dans [20, Prop. 1] (avec des
notations légerement différentes).

Proposition 2 Soit G un groupe de Lie de dimension n et
X ={Xu,..., X, } une base de g. Considérons le systéme

g=X(g)(Cv+ P(g,1)) (22)

avec v € R™, C' une matrice n x m de rang plein, et P
une application continue. Alors,

i)si f € CHT?;Q), la dérivée de = := gf~'(a) avec g
solution de (22) et o € C(R; TP) est donnée par

2= X(2)Ad* (f(a)) (C(a)v + P(g,1))  (23)
avecv = (V1,...,Um, 1, ...,0,), Cla) = (C] — A(a))
et A(a) la matrice n x p définie par f = X (f(a))A(a)é ;
ii) si f est une fonction transverse aux champs
X(g)Cey,...,X(g)Cey (avec {e1,...,en} la base ca-
nonique de R™), la matrice C(a) est de rang n pour tout
Q, et par conséquent le retour d’état dynamique

0= C(a)" (A (f(a) " )vs — P(g.t))

avec C ()t une inverse a droite de C(«a) transforme le
systeme (23) en 2 = X (2)v,.

Indiquons comment se résultat fournit une solution au pro-
bleme de stabilisation pratique d’une trajectoire de réfé-
rence quelconque (i.e. réalisable ou non) pour de nom-
breux véhicules non-holonomes. Considérons tout d’abord
le cas ol le modele cinématique ne contient pas de va-
riable interne (ce qui correspond par exemple au modele
de ’'unicycle donné par (7)). Si g, est une trajectoire de ré-
férence sur G, le modele d’erreur (6) est de la forme (22)
avec P(g,t) = —Ad™ (§~")w,. Puisque le modele ciné-
matique satisfait la condition de rang de ’algebre de Lie
(par hypothese) en tout point, il existe (voir Section 4.2),
pour tout voisinage U/ de e, une fonction transverse aux
champs X (g)Cey, ..., X (g)Cep, a valeur dans U. A par-
tir d’une telle fonction, la Proposition 2 permet de calcu-
ler des commandes dynamiques v qui assurent la conver-
gence exponentielle de z = §f(a)~! vers e, et donc la
convergence de I’erreur de suivi g vers f(a) € U. 11 suf-
fit pour cela, dans un systéme de coordonnées, de choisir
v, = (X(2)) 'Kz avec K une matrice Hurwitz-stable.
Ainsi, indépendamment de la trajectoire de référence, on
obtient la convergence de I’erreur de suivi vers un voisi-
nage de 1’origine qui peut étre rendu arbitrairement petit
via le choix de la fonction transverse. A ce stade, il reste
a spécifier de telles fonctions. Dans [20], une expression
générale est proposée. Pour des systemes sur des groupes
de Lie, ces fonctions sont définies sur T"~" (ce qui cor-
respond 2 la plus petite valeur possible), et la matrice C'(c)

est alors carrée et inversible. Par exemple, pour 1’unicycle,
une famille de fonctions transverses est donnée par

€1 8sin o
fe(a) = [ 22 sin 2a
£9 COS (X

e1# 0,60 € (0,7/2) (24)

Les deux parametres c1,e2 permettent de modifier la
“taille” de la fonction transverse, et donc la précision du
suivi. Il faut noter que de petites valeurs de ces parametres
peuvent conduire, en particulier lorsque la trajectoire g,
n’est pas réalisable, a un nombre important de manceuvres.
Ceci est rarement souhaitable en pratique. Des fonctions
transverses un peu plus complexes, permettant de mieux
gérer ce compromis précision/manceuvres, sont proposées
dans [2] (voir aussi [1] pour des détails complémentaires,
et une validation expérimentale de ces lois de commande).

Indiquons maintenant comment cette approche peut s’ap-
pliquer a d’autres modeles de véhicules contenant des va-
riables internes. Considérons par exemple le cas de la voi-
ture (notons que tous les systemes de type unicycle ou voi-
ture avec remorques a attaches centrées peuvent étre traités
de fagon analogue). Deux méthodes sont possibles.

Premieérement, il est bien connu que le modele cinématique
(7) de la voiture peut étre transformé, par un changement de
variables d’état et de commande, en un systéme chainé de
dimension quatre. Une telle transformation est également
possible, lorsque s, = ¢, = 0, pour le modeéle d’erreur de
suivi (4), modulo un terme de perturbation P, i.e.

¥ =Yi(y)vr + Ya(y)v2 + Po(y, 1) (25)

avec Y1(y) = (1,0,y2,y3)" et Ya(y) = (0,1,0,0)". Dés
lors, il suffit de remarquer que les champs Y] et Y5 sont
invariants 4 gauche sur R* par rapport 2 une loi de groupe
(voir [20] pour plus de détails). On est donc dans le cadre
d’application de la Proposition 2, avec (25) correspondant
au systeme (22).

Une deuxieme méthode consiste a travailler directement
avec le modele d’erreur (4). Il n’est en effet pas tres diffi-
cile d’étendre la Proposition 2 a certains systemes du type
(2a) (voir [21] pour plus de détails).

4.4 Application a la stabilisation des véhi-
cules sous-actionnés

L’approche de commande par fonctions transverses a ini-
tialement été développée pour la commande des systemes
non-linéaires sans dérive, et donc en particulier pour les
modeles cinématiques des véhicules non-holonomes. Ré-
cemment, dans [22], nous avons montré qu’il est aussi pos-
sible d’utiliser cette approche pour la commande des sys-
témes sous-actionnés. Nous présentons ici le principe de
cette extension. Précisons toutefois que ce travail est en-
core préliminaire, et en cours de développement. Considé-



rons la classe de systemes

g = X(g

V1 = U1

by = uy (26)
2')3 = avi1vz

avec u1, uo des variables de commande, et @ une constante
qui doit étre non nulle pour garantir la commandabilité au
sens STLC du systeme. Ce systeme est évidemment un cas
particulier du systeme (5). De nombreux modeles de sys-
temes sous-actionnés peuvent se mettre sous cette forme.
C’est clairement le cas du modele (11) du glisseur (par per-
mutation des vitesses v et v et changement de variable
de commande). C’est aussi le cas de nombreux autres sys-
temes (manipulateurs plans sous-actionnés, satellites sous-
actionnés, etc). Le principe des fonctions transverses est
de générer des variables de commandes supplémentaires
agissant dans des directions non-directement commandées.
Pour les véhicules non-holonomes, ces directions se si-
tuent au niveau de la cinématique. Pour les véhicules sous-
actionnés, elles se situent au niveau de la dynamique. En
particulier, pour le systeme (26), il s’agit essentiellement
de générer une variable de commande supplémentaire pour
contrdler vs, afin de pouvoir suivre, dans un sens de stabi-
lisation pratique, une trajectoire de référence g, arbitraire.
D’apres (6), le modele d’erreur cinématique associé a g,
est donné par

§=X()w—-Ad*(G ") 27)

avec v,. définie par g, = X (g, )v,. Introduisons les équa-
tions suivantes :

{nt)

Ces relations impliquent que si h1(0) est proche de e et

p1(0) + ft 1(s)ds
h1(0) eXpO((p1(t) —p1(0))X1) 29

| fot 91 (s)ds| reste petit pour tout ¢, alors h1 (¢) reste proche
de e pour tout ¢. Soit g := gh;l. Pour que g soit proche de
e, il suffit que h; et g soient proches de e. Nous montrons
ci-dessous comment synthétiser un retour d’état qui assure
cette propriété.

On déduit de (1), (27), et (28), que

g=X(g)Ad"(h) (v - A (G o) (29)

avec v = (1)1 — 191,1)2,1)3)/. Puisque v3 = vy et U3 = v3,
on déduit de (26), (27), et (28), que

o=
v = up (30)
153 = a1z = a¥102 + av1U2

Avec y = (p1,02,03)", Yi(y) = (1,0,ay2)’, et Ya(y) =
(0,1,0), les équations précédentes s’écrivent

y = Yi(y)o + Ya(y)uz + (0,0,a0172)"  (31)

Notons que Y; et Ys correspondent aux champs de vecteurs
du systeme chainé de dimension 3 (au parametre a pres qui
peut étre différent de ’unité). Le systeme (31) est un cas
particulier de (22) avec g =y, X = Y = {¥1,Y,Y3 =
[Y2, Y1]}.

1 0
C=10 1
0 O
v = (V1,u2), et P(g,t) = (0,0,0:()v2)" =

(0,0,71(t)y2)’. La loi de groupe associée (par rapport &
laquelle les champs Y; sont invariants a gauche), que nous
noterons o pour la différencier de la loi de groupe sur G,
est définie par

1+
T2 + Y2
T3 + Y3 + ay1ra

V(z,y) ER®*xR3, zoy:=

Comme le systtme y = Yi(y)d1 + Ya(y)us satisfait la
condition de rang de I’algebre de Lie en tout point, il existe
des fonctions transverses pour ce systeme. De telles fonc-
tions sont par exemple données par (comparer avec (24))

&1 8in «
£9COS QY

9522 sin 20

fla) = (61,2 > 0) (32)

La variable z = y o f(a)~! de la Proposition 2 est donnée
par

y1 — fi(a)
Y2 — f2 a) (33)
ys — fa(a) —afi(a)(y2 — fa(a))

et ’équation (23) peut étre développée comme suit :

w
Il

21 = 191 —C1 (a)a
2':2 = U2 — CQ(O&)O'é
Z3 = —acz&+ av1ve — afi(a)(ue — co(a)d)
Fay2 (V1 — c1(@)d)
(34)
avec ¢1(a) = ejcosa, ca(a) = —egsina et ¢z =

—(e1€2)/2. Conformément a la Proposition 2, on véri-
fie facilement que ce systeme peut étre linéarisé par un
changement de variable de commande (91, u2, ). Posons
Y1 = c1(a)d — k121 avec ky > 0, afin de stabiliser z; a
zéro. Puisque z1 = y1 — f1(«) = p1 — fi(«), sil’on pose
de plus p1 (0) = f1(a(0)), on a

pi(t) = hi(alt))
v, { 91(t) = e1(a(t)a(2) (33)

Des lors, il s’agit d’utiliser les trois entrées de commande
u1, U, et & afin de contrdler v. Pour ce faire introduisons
la variable

36
=T(—f1)(© — fo3) — Ad¥ (57 )v, —v*(9) 0



avec
1 0 0 0

T(fi))==(0 1 0f, foaa=1|/

0 afi 1 f3

et v* une fonction spécifiée ci-dessous. Lorsque £ = 0, et
f est “petite” (i.e. £1 et €5 dans (32) sont proches de zéro),
o est approximativement donné par Ad™ (5~)v, 4+ v*(7).
Si de plus h; reste proche de e (ce qui est est le cas si by (0)
est choisi proche de e), une approximation du systeme (29)
est

9=X(9)v*(9) (37
En choisissant v* de sorte que 1’origine g = e soit un équi-
libre asymptotiquement stable du systeme (37), on peut es-
pérer que g, et donc g, reste proche de e. Afin de concrétiser
cette démarche intuitive, il faut donc montrer que i) on peut
stabiliser E a zéro par le choix des commandes u1, us, et &,
et ii) cette stabilisation implique la convergence de I’erreur
de suivi g vers un “petit voisinage” de e.
Stabilisation de £ = 0 : La dérivée de ¢ le long des solu-
tions du systeme est donnée par

& = wu;+eé®sina —ejdcosa+r + &5t

&) = () (1) ve ()

(38)
avec M () la matrice inversible (Vor) définie par
M(a) = 1 €9 sin «
" \—aersina %2 cos2a
et 7,8 (¢t = 1,2,3), des fonctions dépendant de

G,&2, &3, a, vy, et ., mais pas de &;. Il n’est alors pas diffi-
cile de synthétiser une loi de commande stabilisant £ = 0 :

Lemma 1 Considérons le retour d’état régulier

uz\ ) T2
() = v (=6(2) ()
Ul = —g1&?sina+ 10 cosa — 1y
—&151 — k&1 — &252 — €353
(39)
avec k > 0 et &) la fonction dépendant de g, €, o, v,., Oy,
et ¥, dont la valeur coincide avec la dérivée temporelle de
la commande & le long des solutions du systeme controlé.
Alors, par application de ce retour d’état (dynamique) au
systeme (26), & ||£||? = —2k||£]|? et & = 0 est donc expo-
nentielle stable.

Stabilité pratique de g = e : Avant de donner le résultat
de stabilité de g = e, il est nécessaire de spécifier la fonc-
tion v*. Cette fonction doit étre différentiable et choisie de
sorte que g = e soit un équilibre localement exponentiel-
lement stable du “systeme idéal” (37). Dans un systeme de
coordonnées autour de g = e, il suffit de choisir un re-
tour d’état linéaire qui rend I’origine du “systeme linéaire”

g = X (e)v* asymptotiquement stable. Dés lors, a partir de
I’équation du systeme bouclé (29)—(36) et du Lemme 1, on
peut établir le résultat suivant (voir [22] pour la preuve)

Proposition 3 Soit v* une fonction différentiable qui rend
Uorigine du systeme (37) localement exponentiellement
stable. Posons h1(0) := e, a(0) = £7/2, et désignons
par 1 la fonction de classe® K telle que max, (|| f ()| +
de(ht, e)+||Ts— Ad¥ (1)) < n(e) avec e = ||(e1, e2)]
et dg une distance sur G. Alors, pour toute constante K., il
existe €0,%q, Vv, 3 > 0 tels que , pour toute trajectoire de
référence g, telle que ||v,|| < K., et pour tout ¢ € (0,&¢],

dg(9(0), €)
(v = vr) (0]

ou “a.b.” signifie “asymptotiquement bornée”. De plus, si
[lo-(E)|| et ||0r-(t)|| sont bornées, alors ||v(t)|| et les com-
mandes uy (t), us(t), et &u(t), sont bornées.

} = dg(g, e) est a.b. par On(e)

I/\ I/\

Commentons brievement ce résultat. Etant donnée une
borne sur les vitesses associées a la trajectoire de référence,
et sous réserve d’une erreur initiale suffisamment petite et
d’un ¢ petit également, on garantit i) la bornitude de I’er-
reur de suivi, ii) la possibilité (en théorie) de réduire cette
erreur autant que 1’on veut en choisissant €1 et g5 petits,
et iii) I’existence d’un domaine d’attraction uniforme par
rapport a la trajectoire de référence et par rapport a e.

Conclusion

La stabilisation de trajectoires recouvre plusieurs problé-
matiques qui ont jusqu’a présent été abordées avec des
techniques différentes. De nombreuses applications, qui ne
requierent pas un contrdle actif de 1’orientation du véhi-
cule, peuvent étre traitées par des méthodes d’automatique
tres classiques. Lorsqu’un contrdle en orientation est né-
cessaire, des techniques plus élaborées doivent étre utili-
sées, avec des limitations en pratique, comme par exemple
I’'impossibilité de garantir des propriétés de stabilisation
asymptotique sans connaissance a priori sur la trajectoire
a stabiliser. La plupart de ces limitations peuvent étre
contournées en relachant I’objectif de commande au pro-
fit d’une stabilisation pratique (i.e. stabilisation d’un petit
voisinage d’un point). En outre, il devient alors possible de
stabiliser des trajectoires générales (i.e. non réalisables par
le véhicule commandé), ce qui augmente le champ d’ap-
plication de ces systemes. L’approche de commande par
fonctions transverses offre un cadre théorique assez géné-
ral pour la synthese de tels “stabilisateurs pratiques”. Une
validation expérimentale sur un véhicule de type unicycle
a montré ses potentialités, et nous espérons que cet article
suscitera des intéréts et collaborations en vue d’autres ap-
plications.

3Rappelons que 7 € CO(RT;RT) est une fonction de classe K si
n(0) = 0 et n est strictement croissante.



Références

[1]

(4]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

G. Artus. Application de [l'approche par fonc-
tions transverses a la commande de véhicules non-
holonomes manceuvrants. PhD thesis, Ecole Natio-
nale Supérieure des Mines de Paris, 2005.

G. Artus, P. Morin, and C. Samson. Control of a
maneuvering mobile robot by transverse functions.
In Symp. on Advances in Robot Kinematics (ARK),
pages 459-468, 2004.

R.W. Brockett.  Asymptotic stability and feed-
back stabilization. In R.W. Brockett, R.S. Millman,
and H.J. Sussmann, editors, Differential Geometric
Control Theory. Birkauser, 1983.

F. Bullo, N.H. Leonard, and A.D. Lewis. Controllabi-
lity and motion algorithms for underactuated lagran-
gian systems on Lie groups. IEEE Trans. on Automa-
tic Control, 45 :1437-1454, 2000.

G. Campion, G. Bastin, and B. d’Andrea Novel.
Structural properties and classification of kynematic
and dynamic models of wheeled mobile robots. /IEEE
Trans. on Robotics and Automation, 12 :47-62, 1996.

G. Campion, B. d’ Andrea Novel, and G. Bastin. Mo-
delling and state feedback control of nonholonomic
mechanical systems. In IEEE Conf. on Decision and
Control (CDC), pages 1184-1189, 1991.

C. Canudas de Wit, B. Siciliano, and G. Bastin, edi-
tors. Theory of robot control. Springer Verlag, 1996.

C.-T. Chen. Linear system theory and design. Oxford
University Press, 1984.

J.-M. Coron. Stabilization in finite time of locally
controllable systems by means of continuous time-
varying feedback laws. SIAM Journal on Control and
Optimization, 33 :804—833, 1995.

I. Fantoni and R. Lozano. Non-linear Control for Un-
deractuated Mechanical Systems. Springer-Verlag,
2002.

M. Fliess, J. Lévine, P. Martin, and P. Rouchon. De-
sign of trajectory stabilizing feedback for driftless flat
systems. In European Control Conference (ECC),
pages 1882—-1887, 1995.

M. Fliess, J. Lévine, P. Martin, and P. Rouchon. Flat-
ness and defect of non-linear systems : introduc-
tory theory and examples. International Journal of
Control, 61 :1327-1361, 1995.

T. Hamel, R. Mahony, R. Lozano, and J. Ostrowski.
Dynamic modelling and configuration stabilization
for an x4-flyer. In IFAC World Congress, 2002.

A.D. Lewis and R.M. Murray. Configuration control-
lability of simple mechanical control systems. SIAM
Journal on Control and Optimization, 35 :766-790,
1997.

[15]

[16]

(17]

(18]

[19]

(20]

(21]

(22]

(23]

(24]

[25]

[26]

(27]

(28]

A.D. Lewis, J.P. Ostrowski, R.M. Murray, and J.W.
Burdick. Nonholonomic mechanics and locomotion :
the snakeboard example. In IEEE Conf. on Robotics
and Automation (ICRA), pages 2391-2397, 1994.

D.A. Lizarraga. Obstructions to the existence of uni-
versal stabilizers for smooth control systems. Mathe-
matics of Control, Signals, and Systems, 16 :255-277,
2004.

P. Morin. Stabilisation de systémes non linéaires cri-
tiques et application a la commande de véhicules,
2004. Habilitation a Diriger des Recherches, dispo-
nible sur http ://www.inria.fr/rrrt/th-049.html.

P. Morin and C. Samson. A characterization of the Lie
algebra rank condition by transverse periodic func-
tions. SIAM Journal on Control and Optimization,
40(4) :1227-1249, 2001.

P. Morin and C. Samson. Commande. In J.-P. Lau-
mond, editor, La robotique mobile. Hermes, 2001.

P. Morin and C. Samson. Practical stabilization of
driftless systems on Lie groups : the transverse func-
tion approach. [EEE Trans. on Automatic Control,
48 :1496-1508, 2003.

P. Morin and C. Samson. Trajectory tracking for non-
holonomic vehicles : overview and case study. In
K. Kozlowski, editor, 4th Inter. Workshop on Robot
Motion Control (RoMoCo), pages 139-153, 2004.

P. Morin and C. Samson. Control of underactuated
mechanical systems by the transverse function ap-
proach. Technical report, INRIA, 2005. Disponible
sur http ://www.inria.fr/rrrt/rr-5525 html.

R.M. Murray, Z. Li, and S.S. Sastry. A mathemati-
cal introduction to robotic manipulation. CRC Press,
1994.

C. Samson and K. Ait-Abderrahim. Feedback control
of a nonholonomic wheeled cart in cartesian space.
In IEEE Conf. on Robotics and Automation (ICRA),
pages 1136-1141, 1991.

E. D. Sontag. Universal nonsingular controls. In Sys-
tems & Control Letters, volume 19, pages 221-224,
1992.

H.J. Sussmann. A general theorem on local control-
lability. SIAM Journal on Control and Optimization,
25 :158-194, 1987.

R.L. Toro. Modélisation et commande d’un objet vo-
lant a voilure tournante possédant une seule hélice.
Master’s thesis, UTC, Heudyasic, 2003.

FEW. Warner. Foundations of differential manifolds
and Lie groups. Springer Verlag, 1983.



